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L(?s Traités éléiiienlaires [)ui)lir»s en France sur la ihéorit* 
des séries sont peu nombreux et déjà anciens : ils remontent 
à quarante ans environ. Depuis, des prof^^rès considérables 
ont été réalisés dans cette branche des Mathématiques. 
M. Godefroy a pensé qu'il y aurait un réel intérêt à jj^roupcr 
les principaux résultats obtenus et à les présenter sous une 
forme aussi simple (jue possible. L'entreprise (^sl louable; 
d'ailleurs, une analyse sommaire de ce Travail suffira j)our 
en faire apprécier Timportanc^e. 

L'Auteur, dans le Chapitre 1, définit d'une manièn? pré- 
cise les notions de limite, de continuité et de dérivée, et 
rappelle celles de leurs conséquences dont il fera plus lard 
usage ; la plu[)art ont été eniprunlées à V Analyse a/p^brir/ur 
de Cauchy; on ne saurait prendre un meilleur guide. 

La théorie des séries à termes constants est ensuite ex- 
posée avec détails. Le théorème de Kummer, les régies de 
Cauchy, de llaabe et de Gauss sont démontrés avec une 
méthode et une clarté parfaites. A ces propositions générales 
succèdent des développements intéressants sur la conver- 
gence absolue et sur les séries de séries, dont les séries de 
Lambert et de Clausen forment une curieuse application. 

Le Chapitre suivant est entièremenl consacré aux séries à 
termes variables. L'Auteur, après avoir fait connaître les 
théorèmes relatifs à la convergence uniforme et à la conti- 
nuité de ces séries, passe aux séries entières. Le théorème 
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cfAix*] (îl s<*s iiiipoiiaiits corollaires sont établis avi*(* loul»* 
la iirll<»l('» (lrsiral)|(*: <lrs exemples bien choisis êelaireiit les 
|)assa};;es <lélieals, |mis \i(Mil un résumé substantiel (l<*s |)r(»- 
mièr«»s |)ro|)riélés des |)olMiomes de L(»f,'endre et d(» la série 
hy|)er}::éomélri<|uc. Le b»eteur esl ainsi conduit à la formule 
de Tavlor considéré*» comme la j^énéralisalion nalurelle du 
dévelo|)|)(»nu»nl de raccroisscment (b* la somme /(./) d'une 
série enlière. Le rôle [)rati(|ue de la sérit; de Madaurin esl 
assez (»n*a(*é, des |)rocédés directs dispensant souvtMil d'v 
recourir; aucun iW c(»u\ dont TiMiiploi est le plus courant 
n'a été omis. 

Le (]|ia|)ilre l\ Iraih» avec am|>leur de la fonclion e\po- 
nentielb». Aux mélliod<*s ordinaires usitées |)our déterminer 

la limite <le l'expression ( i -h — ) (*st |)référé(», ajuste titre, 

celb» d«* ^L Darboux. Nous sij^nalerons encore un abréjj^é 
instructif des [)ropriétés des polynômes d<» ilermiti», des 
fonctions de Hessel, des nond)res et dt*s polynômes dv Her- 
noulli« puis la belle démonstration de la transcendan<*e de r 
due à MM. Ilurwitz et (lordaii. La fonction a^ est délinic à 
l'aidf» cb» r<»\poii(Mitielle r'j à l'inverse dr la marcln* babi- 
tutdle: on é\ite ainsi des lonj^ueurs à propos de la continuité 
dtw/-^. KubM* et, après lui, (laucliy et Abel s<* sont servis de 
la relalicH) fonctionntdb* caractéristi([ue (b* cette transcen- 
dante p<Mir étendre la formule du binonn* à un exposant 
irrationnel; la dénionstration dévelo|)pé<» à ce sujet nous a 
semblé particuiièn^ment sim|>le. Ajoutons <|m' ci*ll(» élud<* 
de a^ esl le préliminaire «I'uiuî ibéorii* <-omplèle d(»s loi^^a- 
ritbmes t\\\\ termine le (lliapitn*. 

Les fondions «circulaires, introduites au nm\cu d(» défi- 
nitions |)urem<'nt al};ébri([U(»s, font Tobjet du (;ba|)ilre\. 
L'Auteur, sinspirant d(*s idé(»s émises |)ar M. Tannery dans 
son Inlrotliirtion à la i/irorir drs fourlions (V iiur variabU\ 
dé«luil <b»s dévelopjuMncnls en séries <Milién»s de <*os./- cl de 
sin./' toute ta Trii^onométric. Il reprcxluil. pour |»rou\rr 
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rirralionalilr (\o t, Tinj^rnioux |)rocôd(* doniir |)ar Herniilc 
dans son 0>nrs (1(* la Sorhonne. Les (lrv(?lo[)pcnionts en 
|)ro(Iuils ifilinis, en séries enlièrcs ou en séries de fractions 
simples d(*s dillërenles fon(*lions rirculaires sont obtenus 
avec rif^uenr et facilité. Ln parajjrapln* spécial renferme 
<pielques indications sur les séries tri}^^on()métri({ues et 
Tex^Miiple ifuaginé par W(»ierstrass d'un(* fonction continue 
non dérivahle. Les fonctions circulaires inverses viennent 
ensuile, puis hî calcul de ir, son évaluation a|)procliée, et 
enfin les fondions liy|)erl)oli(pi(»s généralem(Mit un |>eu né- 
j(lijjées dans les (]ours. 

La fonclion «Ranima se rattaclu* étroitement par ses pro- 
priétés à la fonction exponentielle et aux fonctions circu- 
laires. La ccmsidéralion du produit Il(.r) permet d'en ex- 
poser la théorie sans y faire intervenir la notioti d'intégrale, 
pràce à Temploi constant des séries; les raisonnements 
gapnenl par là même en élégance et en uniformité. DanfJ[e 
dernier (^ihapitre de son Traité, \L (Jodefroy, se plaçant à 
ce poini de vue, établi! sans |>(»ine l(*s formules de \\ eiiîjf- 
strass, de Legendre, de (îauss, de Stirling et de (iuder- 
mann, ainsi ([ue les dév<»lop|)(MiuMits en séries entières dt» 
logl'( ï -h ./•) et de r(i -+-./•). L(*s démonstrations relatives 
aux séries de Hinet (»t à la fameuse» série de Slirling mé- 
rilenl d'allirer Tatlenlion. Il y a licMi cb» r(Mnar(|uer aussi 
la forme nouvelb» sous lacpn^lb» est présentée Télude des 
fonctions de Prvm el des transcendantes *I>(./) et M'(.r ). 

Knfin, de nombreux exercic(*s bien appro|)riés, et dus 
pres([ue tous à des mathématiciens connus, accompagnent 
chacun (l(»s Chapitn^s. A la suite de ces ex(*rcices s(» trou\e 
un petit index bibliograplii(|ue des plus utiles à consult(*r. 

Il convi(Mit maintenant de nn^ttre en relief c(*rtaines des 
cpialités dislinctives de cet Ouvrage, la correction du styb», 
h* choix judicicHix dcr^ notaliofis, la rigueur irréprochable 
des raisonnenHMits, l'originalité d(»s i(lé(»s. Les renseigne- 
mtMils hislori(pies el bil)liogra|)hi(pi(*s sont très abondants: 
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en j:*"-! Il- rai, h'iir «»\aciilu(Jo a rlô conlrùléc aii\ sourcils 
iiiriiirs; ers n''frn»nc<»s, |)res([ne toujours rejeloes en noie, 
romplêinil If texte sans Tencombrer. Le souci de la forme 
a été poussé très loin ; ainsi, aucune éfjalilé n'est numérotée; 
les flémonslrations s<? développent sans ([ue Tesprit soit 
astreint à se n»porter continuellement en arriéi-e. 

La '( Théorie é!ém<?ntaire d(»s séries » peut être lue sans 
diflirullé par toutes les personnes (|ui possèdent les pre- 
mi<Ts prineipes du (Calcul dilVértMili^»!. Il n\ esl point parlé 
d'imaginaires, mais il suffirait prescpie de substituer le terme 
n nifMlule »* aux mois « valeur absolue » pour obtenir toute 
la f^éiiéialilé possible. (]el Ouvrage essentiellement pralif[ue 
r>{ bien propre à inspirer aux débutants le goût d(» TAnalyst» 
el â bMir ouvrir sur certains |)()ints des a|)er(;us nouveaux. Il 
eompn*ud, du reste, d<»s ujatières <pii figurent <lans l(»s |)r(>- 
gramuK's t\r. eoueours et (Tt^xamens pour les grand(»s r]coh»s 
et les Ortilicals universitaires. Aussi, rendra-t-il crincon- 
lestables s(»r\iees aux professeurs dans la préparation de 
leur (lours et aux élèves pour le perfectionnement de leurs 
éludes, rjiiin, ceux-là même (]ui cultivent les Matbémali([U(*s 
pour runi(pie salisfaction d'un penchant de IcMir esprit 
lrou\eronl qut»hpie agrément à feuilleter ces pag<*s. 
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LIMITES. 



Nombres rationnels et nombres irrationnels. — La seule notion 
de nombre entier suffit à consliluer l'Analyse (*); tous les autres 
nombres peuvent, en effet, être définis comme des groupes de 
nombres entiers, et toutes les opérations auxquelles on les assu- 
jettit comme des combinaisons des nombres entiers qui servent à 
les former. Du concept de nombre entier on déduit d'abord celui 
de nombre fractionnaire. Les nombres entiers et fractionnaires 
sont dits commensurables, ou mieux, rationnels; leur ensemble 
est illimité en grandeur et en petitesse, car on peut toujours trou- 
ver un nombre rationnel supérieur ou inférieur à tout autre nombre 
rationnel si grand ou si petit qu^il soit. 

Les nombres irrationnels s'introduisent enfin de la manière 
suivante: soient deux suites de nombres entiers ou fractionnaires 

a, ai, aj, ..., cr^, ..., 
ùy bi, 62, ..., b^, ..., 

les premiers non décroissants, les seconds non croissants, vérifiant 



(')« Autrefois, on partait d'un grand nombre de notions, regardées comme 
primitives, irréductibles et intuitives; telles étaient celles de nombre entier, de 
fraction, de grandeur continue, d'espace, de point, de ligne, de surface, etc. Au- 
jourd'hui une seule subsiste, colle de nombre entier; toutes les autres n'en sont 
que des combinaisons, etù oc prix on atteint lu rigueur parfaite ». (H. Poincârk). 
C'est à cette conoeption purement aritliniéti(iue de l'Analyse, dont Weierstrass fui 
l'initiateur, que Klein a donné le nom d'Arithnictisirung cler Mathematik. 
G. I 
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n tels que la dilTrrcnco 

''/. — fn 

devienne de plus en plus petite, quand on prend A* de plus en plus 
f^rand; <leux cas peuvent se présenter : ou Lien il y a toujours un 
même nombre rationnel compris entre <7a el //^ el il ne peut v en 
avoir qu'un, car s'il y en avait deux, A el B, on aurait 

de sorte (pie la différence />a — (fA ne serait plus arbitrairement 
p(;tite, ou bien il ny a jamais un même nombre rationnel compris 
entre ^a cl />a» <-l alors on dit (pie rcnsemble présente une lacune 
ou roupiirc: mais, lors(pril en est ainsi, on eonvîenl de considérer 
les deux suites comme (lélini'^sanl un nouveau nombre aj^pelé 
incomntrfisftmhtr , ou mieiix^ irrationnel. Les nombres irra- 
tionnels se trouvent donc intercalés dans rcnsemble des nombres 
rationnels pour en combirr les coupures (*). On démontre, en 
Arilliméti(pie (-), (pj'ils jouissent de toutes les j)ropriélés des 
nombres rationnels, le résultat d'une opération relative à des 
nombres irrationnels étant défini par la suite des résultais obtenus 
en eirectiianl la même opération sur des valeurs rationnelles de 
plus en plus approcbées de ces nombres. 

Les nombn's rationneUou irrationnels, positifs el négatifs, sonj. 
appelés /lo/// /y; v'.v réels; ce sont les seuls (pie nous considérerons. 
La valeur absolue lYww iA nombre est sa valeur numéri(pie indé- 
pendamment du si;;n(î;on la représenle ordinairement en niellant 
le nombn* entre deux barres verticales. 

Un nombre est ali^ébrit/ue lorscpi'il est racine d'une écpialion 
alf;ébri(pie dont le def;ré et les coeflicients sont des nombres en- 
tiers; tout nombre (pii n'est pas algébrique est transcenflanf. 



(') Voir Jiîl.Ks T\NNKi!Y, fnfrof/urfwn à hi throrie des fonctions d'une va- 
riablc, p. viii-x et \-\^. — Loris (jn:rrnAT. De l'injini nualn'matitjuc, fi. ')i-«»s. 
La tlrlifiitiiMi drs iioiiilirr>« iiT«ilit»iiiirls (pic iintis uvons (lnnn('><> ol duo i'i î)i:i>i:- 
KiM» {Stctigkvit und irraliomtfc Zahlvn). II m cxi^h' d'autres inoiiis siiii{d.>>, 
<|iii iml clé pri»fM»"»««-s par WKii.îssrn \ss, .Mi iiA\. i\. ('axtou v\ ÎIkini:. 

(■) Voir Jrii.s Tanmjuv. Leçons d'Arifhrtictir/ifC theurifiue vi jn-ntit/ue. 
p. iTS.',.».!. 



I. — LIMITES. 




L'existence des nombres transcendants a été démontrée pour la 
première fois par Liouville (*). 

Inflniment petit. — Une variable x a pour limite zéro^ on / 

tend vers zéro, quancTsa valeur absolue peut devenir et rest er 
inférieure à tout nombre positif donné p, si petit qu'il soit, c'est- 
à-dire si la double inégalité 

— p < a? < p 

peut être vérifiée, quelque petit que l'on prenne p; on dit alors 
(|ue X est un infiniment petit (^)" Une constante très petite n'est 
pas un inHniment petit. 

Lorsqu'on considère simultanément plusieurs infiniment petits, 
on en choisit un auquel on rapporte tous les autres; cet infiniment 
petit se nomme Y infiniment petit principaL 

Un infinimentpetilj^est d'o/Y/re/«; en désignant par /? un nombre ^/ 

positif, si son rapport à la puissance /i"'"*° de l'infiniment petit 
principal x peut être regardé comme la somme d'une constante 
non nulle X et d'un infiniment pelit s tendant vers zéro en même 
temps que x^ c'est-à-dire, si l'on a 

^ = :f" ( X -f- £ ) ; 

le produit \x'^ est la partie principale de l'inGnimenl pelit y. 

Deux infiniment petits sont éqiiis^alents lorsqu'ils ont même 
partie principale; en particulier, un infiniment petit et sa partie 
principale sont deux infiniment petits équivalents. 

Limite d'une variable. — Une variable x a pour limite un 
nombre fini Xq si la différence x — Xq tend vers zéro, c'est-à-dire 



( • ) Comptes rendus hebdomadaires des séances de t 'Académie des Sciences, 
l. XVIII, iS.'i'i, p. 883-883, 910-91 1, el Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées, t. XVI, i8.)i, p. i33-i'|2. 

(^) La notion d'infiniment petit fut pendant longtemps le sujet d'ardentes con- 
troverses entre les mathématiciens cl elle a certainement contribué à propager 
bien des spéculations singulières ou erronées. Elle est cependant loin d'avoir 
l'importance exagérée qu'on lui attribuait ja<lis; en théorie, il est toujours possible 
de s'en passer. « La considération coniinuellc des infiniment petits, sous son ap- 
parence facile, le départ à faire entre ceux qui sont né;;ligoables et les autres, etc., 
n'apporte guère à l'esprit «fuc de la fatigue et de l'impalienre, au raisonnement, 
que de la faiblesse... ». (Cu. Mj:uay). 



£V . L« /. .'. 4 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

^//[ ^. <r ,. si la douhlc inégalilc 



/• < - 



peut <}lrc vérifiée, quelque pelil que Ton prenne le nonihrc po- 
sitif o; un exprime alors que Xq esl la limite de x au moyen de la 

notation 

liin T — j"(,, 

ou l)i(Mi <*n posant 

r — .To = £. 

le nombre positif ou négatifs étant compris entre — p et -j- p cl, 
par suite, ayant zéro pour limite. 

Limite d'une fonction. — Soit v une fonction d'une seule va- 
riable -r, on peut distinguer les <piatre cas suivants : 

I. La fonction y tend vers une limite y^ pour x^x^ si, «■ 
désignant un nombre positif arbitrairement petit, on peut déter- 
miner un nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de x 
satisfaisant à la double inégalité 

on ait 

— »<.r — Vo< 7. 

Ainsi, X variant dans l'intervalle (xo — p, -To -l- ?)? la fonction y 
doit varier dans l'intervalle {y^ — t, yo-\- t). ^^ 

Quand on cboisit pour ? des nombres de plus en plus petits/ou 
bien les valeurs correspondantes trouvées pourp deviennent de plus 
en plus petites7ou bien elles ne tendent pas vers zéro en mémo 
temps que t, et elles restent alors toujours supérieures à un certain 
nombre positif déterminé p,»; mais, la dinerence v — y^ étant com- 
prise entre — t et -f- t, si petit que soit t, pou r toutes les valeurs 
de X intérieures à Tintervalle {x^ — po, x^-^ p,,), elle sera néces- 
sairement comprise entre — t et -h 3-, pour toutes les valeurs de jr 
intérieures à rintervalle (.r,, — p,.^o-^p). <*" prenant p inférieur 
à So et aus^i petit que Ton veut; dans les deux cas les différences 
X — Xn et >• — j'o tendent donc simultané'ment vers zéro. 

On dit que la fonction y tend vers la limite à droite ou la, 
limite à tiauche ^'„ pour x — r« suivant que Ton a 
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seulement pour les valeurs de x satisfaisant à Fune ou à raulrc 
des doubles inégalités 

o<a?— Xo<p, — p < J^ — a7o<«. 

II. La fonction y tend vers la limite y ^ pour :r = ±:a) si, t 
désignant un nombre positif arbitrairement petit, on peut déter- 
miner un nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de x 
satisfaisant à Tune ou à l'autre des inégalités 

-r > -, X <, , 

on ait 

— ^</— J'o<<r; 

dans le premier cas^ = j^'o pour j; = -|-oo, et dans le second 
j^=^o pour j: = — 00. Ces inégalités signifient que, x variant 

dans l'intervalle (-,-|-ooj ou dans l'intervalle ( — i, — ooj, la 

fonction j' doit varier dans l'intervalle {y^ — 3-, j^o4- o"). \ 

Lorsqu'on adopte pour t des nombres déplus en plus petits; ou 
bien les valeurs correspondantes trouvées pour o deviennent de 
plus en plus petites, -'ou bien elles ne tendent pas vers zéro en 
même temps que t, et elles restent alors toujours supérieures à un 
certain nombre positif déterminé po; mais, la différence j' — y^ 
étant comprise entre — (x et -f- ^r, si petit que soit <j, pour toutes 

les valeurs de x supérieures à — ou inférieures à , elle sera 

^ Po po ' 

nécessairement comprise entre — a et 4- o-, pour toutes les valeurs 

de X supérieures à - ou inférieures à , en prenant p inférieur 

à Po et aussi petit que l'on veut; dans les deux cas la différence 
y — yo tend donc vers zéro quand x croît ou décroît indéfiniment. 

IH. Im> fonction y devient infinie pour x^=Xq si, (x désignant 
un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un 
nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de x satisfaisant 

à la double inégalité 

— p < JT — a:o< p, 
on ait 

y> ^ on 7<- -; 
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«laiis le preiiiirr cas, r = 4- :c pour .r r= j-o, «'t dans 1c second, 
>- rrr — X [)oiir jr :=z jtq. Ccs iiirguliU's expriment «pie, x variant 
dans rinlervalle ( .r„ — p, w^-^z)^ Ja roncllon i* doil varier dans 

l'intervalle (-» -t-sc] ou dans rinler\alle ( — -• — xj. 

On dit cpie lo fonction y fli'virnt injuiic à ttroiii' ou io/inie ci 
^'fittc/ic pour X = x^^ suivant <pie l'on a 






soiileinenl pour les valeurs de .r >alisraisanl à l'une ou à Tautrc des 
doubles in«''«;alilés 

o < .r — ./•„ .; :. s < j* — JTif .'^ o. 

I\'. I.ti ftiitciinn y ilc\'ien( injinit* /tour x^^zr. x si, t dési- 
gnant un nombre positif arbihaireintMil petit, on ]>eut déterminer 
un nombre positif z tel (|u«* Tuii ou Taulre des <|iiatre svstùnies 
d*iné;:alitrs 



I 
— ï 

j 



soit vérili*** ; <lans lo premier cas, >* :. .- i x pour .r :^ — x, dans le 
second y - - x pour x -- *- x, dans le troisième }• _zz 4- ac pour 
X -- — X, et dans le «juatrit-me )* r- -- x pour x -— — x. 

Les définitions préeédeiiles s'étendent sans diifieullé aux fonc- 
tions de plu>ieurs \ariables, en répétant pour ebacune des variables 
l«»s r4)ndition> énonré*es dans le cas d'une seule. 



I 



Kniin, on démontre en Al^ébrr «pu*, si deux fonctions ont 
lies liinih's, leur somnn;, leur dill'éreuet», leur produit et leur quo- 
tient nul aussi des limites respi'chvemeni éi:aies à la somme, à la 
dill'éTenee, au produit el au «piolieut des limiles des fonctions. De 
même, si une roiietion a une jiiiiile, une puissance rationnelle de 
«•(■Ile foiHlioii a une limite é-iile à la puis^îmee eorres[)ondante de 
1.1 limite de l.i lonetion. 

Lorsque le-, termes d'une somme leiulenl eliiaim vers une liniilc 
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(|uaD(l leur nombre aiigmenlc indéfiniment, la somme n'a pas né- 
cessairement pour limite la somme des limites des termes. Ainsi, 
la somme 

n n n 

dont le nombre des termes est égal à /?, ne devient pas nulle pour 
n = 00, puisqu'elle est constamment égale à Tunité. 

Variante. — On appelle variante une fonction X„ d'un entier 
positif variable n qui est dit Y indice de la variante (* ). 

La variante X,, tend vers une limite X pour n = co si, <t dési- 
gnant un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer 
un entier m tel que, à partir de /i = m, on ait 

-(7<X„-X<Œ. 

Lorsque la différence 0^ — ^/^ de deux variantes b/ç et a/ç tend 
vers zéro pour ^ = oo, la variante 6^» supposée non croissante, 
restant toujours supérieure à la variante ^a, supposée non décrois- 
sîinle, un même nombre rationnel ou irrationnel Xq est toujours 
compris entre a^ et f^^; ce nombre Xq est la limite commune des 
deux variantes. En effet, a désignant un nombre positif arbitrai- 
rement petit, on peut déterminer un entier m (cl que, à partir de 
k = m, on oit 

— a < 6a ~ «A < Œ, 
mais, Xo étant toujours compris entre a^ et 0^, on en déduit 

— <r<«A — ^o<o, o< b/,— Xo< J, 

inégalités qui expriment que J^o est la limite commune des variantes 
af( et b/(. On voit, d'après cette remarque, comment la notion de 
nombre irrationnel se rattache à celle de limite. 

ïiiÉoRicME. — 5/ une variante \,i croit ayec son indice, en 
restant toujours inférieure à une constante, elle a une limite 
inférieure ou au plus égale à ce nombre ; de même, si une va- 
riante X,f décroit quand son indice augmente, en restant tou- 
jours supérieure à une constante, elle a une limite supérieure 
ou au moins égale à ce nombre. 

(') La notion de variante est duc à Mcray {iXoui'eau I^recis U'Anatjsc infini- 
tcsiniate, p. i). 



I 
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Soient a I\inc des valeurs de la variante X,| et b une constante 
qui lui reste toujours supérieure; si Ton partage l'intervalle (a, 6) 

en m parties égales à ^i parmi les moyens de la suite crois- 
sante 

h — a b -- a , 

m m 

il y en a nécessairement deux consécutifs : 

h — a . , ^ b — a 

ai=a-^p . c*i = a -T- ( y? — I ) > 

^ m ' m 

entre lesquels la variante reste comprise dès qu'elle dépasse une 
certaine valeur et tels que l'on ait 

a .ax< bxib, 

, h — a 

en opérant de même sur Tintervalle (^/|, &«), on obtient encore 
deux movens consécutifs : 

bletti ,''i — ^'i 

'm 'm 

entre lesquels la variante reste comprise dès qu'elle dépasse une 
valeur déterminée et tels que Ton ait 

(i ax\ <!•< />j". bx b^ 

, b — a 

si Ton continue de la même maïuère, on forme deux suites de 
nombres : 

". ^'|. <ïî «A 

^. '>i. ''j fn^ .., 

les premiers non décroissants, les seconds non croissants tels que 
Ton ait 

la didérence />a — «'a londanl \ers zéro lorsque k augmente indéfi- 
niment^ les deux suites ont une limite commune X; ce nombre X 
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est la limile de Xn- En eflfet, à partir d'une certaine valeur de /i, 

on a 

«*< Xrt< bkt 
d'où 

aA — X < Xn — X < bk— X, 

par suite, si Ton remplace X dans le premier membre par 6a = X 
et dans le second par a^^X, on obtient, à plus forte raison, 

-<x<X«-X<(j, 

en désignant par a la différence b^ — a^ qui est aussi petite que 
Ton veut; la variante X/i a donc bien une limite X inférieure ou 
au plus égale à 6. 

On démontrerait de même que si une variante décroît quand son 
indice augmente, mais reste toujours supérieure à une constante, 
elle a une limite supérieure ou au moins égale à ce nombre. 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qiCune variante X„ ait une limite, lorsque son indice devient 
infini, est que, v désignant un nombre positif arbitrairement 
petit, on puisse déterminer un entier m tel que la double iné- 
galité 

— ff< X„^-p — X«<(j 

soit vérifiée, à partir de n = mj pour toute valeur entière et 
positive de p. 

I. La condition est nécessaire. — En effet, si la variante X,, 
tend vers une limite X pour n = oo, quelque petit que l'on prenne 
un nombre positif a-, on peut déterminer un entier m tel que, à 
partir de /i= m, on ait 

— ff < X — X;, < (J, 

^ve^ / I 

et, à plus forte raison, quel que soit l'entier/?, _ i *--^ I j 

-ff<X„^.p-X<<x, ^ „ ^ ,. " -^ >: 

d'où ' V .-. / 

7^ ^ \^ • ' «^/^ — ^* 
la condition est donc bien nécessaire. .. /• ' ;' ^^ 

H. La condition est suffisante, — En effet si, t désignant • /i. 

un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un 
même entier m tel que, pour toute valeur entière et positive de/>, 
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OU encore 






m -\- p \ niT-pJ 

l'JL±!L < _A"i_ _^ (X -^ cr)f I "^i 

m -+- p m -r- p \ m -^p J 

lorsque p augmeulc indéfiniment, les seconds membres de ces 
inégalités ont respectivement pour limites \ — a* et X -h a, od 
peut donc déterminer un même entier k tel que, à partir de 
p = A, on ait 

X _ ., cr < ( X - cr ) ( I ^L_ W _ . ^ "• _ , 

\ m -\- p I m -\- p 

\ m-\- p ) m -i- p 

il en résulte que, à partir de n = //i -f- /%', on a 

X— •2J< - - <X-+-2<I, 

inégalités qui expriment que — a pour limite X. 

Le théorème précédent est dû à Caucliy (*); il est susceptible 
de généralisation. 

Théorème. — Si une variante X,, tend vers une limite pour 
n = 00, te rapport 

n 

tend vers ta mente timite. 

Soit 

lors(|ue n augmente indéfiniment, la dilTércnce 

s 

avant une limitr, d'après le théorème précédent rexpression — - 



(') Cours (l'Analyse de r/'.'ciflc royale polytcchnifjuc {Œuvres complètes, 
1' MiM", l. IJI, i>. V|-JiS rt p. 'Ij-O.J). 
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tend vers la même limile; le rapport 

X|-f-X,-4-...-;-X,, 
n 

a donc bien, pour n =x>, une limite égale à celle de X,|. 

Théorème. — Si le rapport ^-^^ de deux valeurs successives 
d'une variante positivée X^ tend vers une limite pour n = oo, le 
radical ^X» tend vers la même limite. 

En effet, a désignant un nombre positif arbitrairement petit, 
si A est la limite de ^-^^' > on peut déterminer un entier m tel que, 
à partir de n = m, on ait 



et Ton peut écrire 



d'où 



X-cr<??^'<X + cr, 






X_,< ?^iï±iL<X+a, 

-^fH-^-p—l 



(X-,)P<%t?<(X-t-,)/., 



ou encore 



<^-)T(r^<"*«^<***"Y 



X; 



lorsque/? augmente indéfiniment, les membres extrêmes de cette 
double inégalité ont respectivement pour limites X — (x et X -f- c, 
on peut donc détermiaer un même entier k tel que, à partir de 
p = A", on ait 



x_.,<(x-,r^^ 
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OU encore 






>_^."i_^(X_,)/,__'^), 
in-^-p '\ m-hp/ 

l'J^ < J^"_ +(X + a)(i ^; 

m -r- p in-k- p \ m-^ p I 

lorsque p augmente indéfiniment, les seconds membres de ces 
inégalités ont respectivement pour limites \ — a* et A -j- (x, on 
peut donc déterminer un même entier k tel que, à partir de 
p = A', on ait 

X_2cr<(X-cr)(i ^^ÎL.W-^"'-, 

\ m -\- p I m -\- p 

X -4- -Jt cr >( X -^ cr ) (" I '^^ \ + -^^ ; 

' \ m-^ p J m-1- p 

il en résulte que, à partir de n = ni-\- A', on a 

X — 2(J<-^- <X-+-2ff, 

X 

inégalités qui expriment que — a pour limite X. 

Le théorème précédent est dû à Caucliy (*); il est susceptible 
de généralisation. 

Théorème. — Si une variante X„ tend vers une limite pour 

/î = 00, le rapport 

X,-4-X,-f....-i-X« 



tend vers la même limite. 

Soit 

Sn=X,-+-X,-+-...-f-X„; 

lorsque n augmente indéfiniment, la difiercncc 

S/i^-i — S/t = X/,4.1 

S 
avant une limite, d'après le théorème précédent Texpression — 



(') Cours d'Analyse de l'Kcole royale polytcchnif/uc {Œuvres complètes, 
2' î>tric, l. IJI, p. jj-jS cl p. 'Ja-W). 
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il en résilhc que, à partir de n = m -\- A*, on a 

inégalités exprimant que v'^X^ a X pour limite. 

Ce théorème a été donné par Cauchj (*); sa réciproque n'est 
pas exacle, ainsi qu'on le verra plus loin à propos des séries 
(p. 35). 

Application. — Limite du radical \/n pour /? = oo. — Le 
rapport 

W -M I 

— I H — 

n II 

tend vers Tunité pour /i=oc; il en est donc de môme du ra- 
dical \-n. 

Puissance irrationnelle d'un nombre positif. — Soient a un 
nombre positif supérieur à l'unité et x un nombre irrationnel po- 
sitif; on peut regarder ce nombre comme la limite d'une variante 
rationnelle croissante x^; alors, si A est la valeur de a^ corres- 
pondant à une valeur ap[)rocliée de x |)ar excès, la variante </•*"«, 
restant toujours inférieure à A et croissant avec /i, a nécessaire- 
ment une limite X, de sorle (jue, o- désignant un nombre positif 
arbitrairement petit, on peut déterminer un entier m tel que, à 
partir de n ■•= m, on ait 

— (j < a-^n — X < J. 

(^ette limite A ne change pas (|iiolle que soit la variante qui <lé- 
finisse x; en eHel, soit >',i une autre variante positive croissante 
ayant aussi x pour limite, la diirérence j'fi — x« tend vers zéro, 
et si petit que Ton choisisse un nombre rationnel positif p, on 
peut prendre n siiflisamment grand pour que, à partir de n = //', 
la double inégalité 

— P <yn—jrn< ? 

soit vérifiée, (Voit 

n "" ( a-? — 1 )< ar« — a'^n < ur„ ^a?—i), 



(') r )urs tl Analyse dt' l'/.'djic royale po/ytachnif/ue {(Jl'Juvrcs compièieM, 
• -..■rif. t III, [1. :>s-'i' rt p. i\:-i\\). 
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et, à plus forte raison, 

— A{«P— i) <a^«— a-'H< A(a?— i); 

or, la (lifférence aP — i tend vers zéro avec p; par suite, on peut 
choisir p assez petit pour que Ton ait 

A(aP-i)<j; 

la double inégalitc» précédente devient alors 
— j < ayn — a^n < or, 

et ajoutée à la suivante 
elle donne 

on en conclut que a^« a également pour limite X. On arriverait au 
même résultat en supposant a inférieur à l'unité. C'est la limite A, 
indépendanle de la loi suivant laquelle varient les nombres ra- 
tionnels qui définissent x^ que Ton représente par a^\ la notion 
de puissance irrationnelle d'un nombre positif se trouve ainsi 
établie d'une manière précise. 

Continuité. 

Continuité d'une variable indépendante. — Une variable indé- 
pendante X est continue dans un intervalle {a, b) lorsque, 
croissant toujours de a jusqu'à f>, elle passe successivement par 
toutes les valeurs rationnelles ou irrationnelles comprises entre a 
et 6, en ne prenant chacune de ces valeurs qu'une fois; nous sup- 
poserons toujours la variable indépendanle continue dans l'inter- 
valle où elle varie. 

Continuité d'une fonction. — Une fonction f{x) est continue 
pour X = Xq SI elle a pour limite ^(^7^) pour j; = j?o i soit alors o- 
un nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un 
nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de x vérifiant la 
double inégalité 

on ait 
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La dénnîtion de la continuité se trouve, par suite, renfermée 
tout entière dans l'égalité 

lim/{iF)=/(lim:r); 

la possibilité de permuter les symboles lim et /est donc caracté- 
ristique de la fonction continue (*). 

On désigne souvent, diaprés Lejeune Dirichlct(2), par /(jTo -+-o) 
et pary(a:o — o) la limite à droite et la limite à gauche de f{x) 
pour X =^ Xq\ alors y(x) est continue pour x = ^r©, si Ton a 

/(j-o-^o)=/(ro), /(^o— o)=/(2-o). 

La fonction f{x) est continue à droite ou continue à gauche 
pour x=^Xq suivant que Tune ou Tautrc seulement de ces égalités 
est vérifiée. 

Une fonction f{x) est discontinue pour x = Xq lorsqu'elle 
nVst pas continue pour cette valeur de la variable, ce qui peut 
arriver quand pour x = Xo elle devient infinie, ou indéterminée, 
ou encore tend vers des limites différentes suivant que l'accrois- 
sement X — Xo devient nul par valeurs positives ou par valeurs 
négatives, c'est-à-dire si les limites 

/(a:o-+-o), /(xo— o) 
ne sont pas égales. Soit, par exemple, la fonction numérique 

considérée pour la première fois par L(»gendrc ('), le symbole 
E(jr), qui s'énonce entier de x, représcnlant le plus grand entier 
contenu dans la variable x supposée toujours positive^ lorsque x 
varie de o à i, on a y = o ; lorscpic x varie de i à a, on a^ = i et 
ainsi de suite. Celte fonction est discontinue pour toute valeur 
entière n de la variable; en effet 

K(/i — o) = 71 — I, E(/i) = /i, E(/i -f-o) = /i. 

La fonction E(j:) présente un certain intérêt théorique, car elle 
permet de construire des fonctions jouissant de propriétés singu- 



(') Kunksto (Iksàiu», Corso di Anatisi al^cbrica, p. i\)\. 
(*) a. Lrjrunr Dirir/ilrt's H'crAr, l. I, p. i.Vi. 
( ') Thi'itric lies nombres, W rdition, t. I, p. lo. 
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lières; si l'on considère, par exemple, la fonction 



I — E 

y = 



\\^xy 



\v^xy 



on voit que celle fonction est égale à - pour toule valeur non nulle 

de X et égale à o pour x = o, elle est, par suite, finie pour toutes 
les valeurs de x appartenant à l'intervalle (o,i) et cependant elle 
n'est pas limitée supérieurement dans cet intervalle; car, quelque 
grand que l'on prenne un nombre A, on peut donner à x une va- 
leur assez petite pour que j^ surpasse A. Celte fonction n'est pas 
continue pour j: = o. 

On dit qu'une fonction /(x) est continue dans un intervalle 
(a, b) quand elle est continue pour toutes les valeurs de x inté- 
rieures à cet inlervalle et que de plus elle est au moins continuée 
droite pour x = « et continue à gauche pour x = b. 

Enfin, une fonction /(x) est continue dans le voisinage 
de la valeur Xq de x lorsqu'elle est continue dans l'intervalle 
(xq — p, oTo-hp), quelque petit que l'on prenne le nombre positif p. 

En résumé et d'une manière générale, une fonction /{x) est 
continue si Taccroissement de la fonction tend vers zéro en même 
temps que l'accroissement de la variable. 

Théoivème. — Une fonction /(x) continue dans un intervalle 
(a, b) s^annule au moins pour une valeur de x comprise dans 
cet intervalle, si /(a) et /(b) sont de signes contraires. 

Les nombres /(a) el/{b) élant de signes contraires, soient pour 
préciser 

/(«)<o, /(^)>o; 

si Ton partage l'intervalle (a, b) en m parties égales à > parmi 

les movens de la suite croissante 

f) — a b — a , 

(t. a-\ » a k- '}. y ..., b, 

m m 

ou bien il y en a un (pii annule /(^j"), ou bien il y en a deux néces- 
G. i 
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oairement coDséculif< : 

h - n - h - a 

ax'=L a -^ p • bt — a — t /> -i- i . . 

m ' m 

tfis que Ton ait 

/'• ^i • <C *». ./ • ^i ' !^' **. 

a II', < 6j '_ h, 

''I — "t ; 

in 

en o|>éraiit Je même sur rintervalie u/,, /', >, tlan> It* cas i>ù aucun 
des nou\eaux mo\ens ainsi «»l)tcniis n'annule /iXK il v en a 
encore deux con-iéculifs : 

'*! — ^1 . /'I ''l 

//. — «,—/*, . #>* — rt, — , /*, - I - - - . 

tels que l'un ail 

fi 'Ij ^ < *K f\ hf \ > o. 

/' . — #r . — ; 

si l'on continue de la même manière, mi liicn ou liou\e un nomhre 
qui annulcy<-r\ ou lûen on forme deux suites de nombre^ 



/». />t. Aj /'t, . . . . 

les [»renii#*rs non décn»i<>anls. les ^tronds non croissants IrU quo 
\'t*u ait 

A - ,1 
At - **. - : 

la diff*-renre //4 — ^/4 tt-ndant \eTs /»ro I<»ist|ur /, «luuniriUc indi- 
fîtiifiient. |t'« d#*u\ suiii><^ mit mw liuiih' i «>uiniun(* ./*„. rt • «>niuir ./., 
a|»|iarlient à riut#T\alle • ri. A . la toiirliiui / .r i ^i lotiimu'- i om 
-T . .r^; i.ar .suit**. /•*'kt a |HHir liniilt* /* /„ -, m.ii^ ' « ^î 

toujours nt**;:ali\e. ««a limili' /" .r., «si d«inr iii'uali\«* «mi milî* : •! • 
Miïhîir /ihk) a |»our limite /"• .r^. > v\ puisqnt* /"A. ■ <^' l'Hiim:^ 
|»o«>ili%e, »a limite y«.r.) e>t |M»siii'.i» ou nullr. Oi . |. utni:. 
déterminé y/' jTo » ne peut t-tn* j l.i foi-» posiiil ri iujiM. :i .- 
résiilli' qu'il v^\ nul. 
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Une fonclion conliiuie s'annule donc en changeant de signe. 
Celle propriélé, longlenips considérée comme évidenle, a élé dé- 
monlrée pour la première fois d'une manière rigoureuse par Cau- 
cliy dans une Noie de son Cours cr Analyse de r École royale 
polylechniiiuc (*). 

Théorème. — Une fonction f{x) continue clans un inten^alle 
(a, b) passe par toutes les valeurs comprises entre f {a) etf{b) 
lorsque x varie de au b. 

En edel, soil j*o un nombre déterminé quelconque compris 
enlre/(rt) et/(//); si Ton considère la fonclion f (.r) =f{x) — y„, 
elle est continue dans rinlervalle (a, b), et de plus les nombres 

sont de signes contraires puisque Vq est compris enlre /(n) et 
f{b)\ il exisie donc, d'après le ihéorè.me précédent, au moins 
un(î valeur Xq de x intérieure à rinlervalle («, b) telle que Ton 
ail 'f (.r„) = o, c'est-à-dire 

La réciproque n'est pas exacte; une fonction susceptible de 
varier d'une valeur à une autre, en passant par toutes les valeurs 
intermédiaires, n'est pas nécessairement continue. Il existe, en 
elTel, des fonctions discontinues qui remplissent cette condition. 
La propriété qui vient d'être établie n'est donc pas caractéristique 
des fonctions continues comme on le croyait jadis (-). 

Fonction dérivable. Dérivée et différentielle. — Une fonclion 
f{x) est dérivable pour x = Xq si le rapport 



(') Œia^rcs complètes, 2' série, t. III, p. 378-3X0. Celle Note, observe Dar- 
boux, est extrùmcment remarquable, surtout si l'on se reporte à l'époque t»ù elle 
a élé écrite. 

(-) Voir G. n.vunoux. Mémoire sur tes /onctions discontinues, dans les 
Annales scienti/if/ues de l'JScote normale supérieure, 7" série, t. IV, 187J, 
p. «<>!)■ 



70 TIIKURIE KLKMKNTAIRH DES SKRIES. 

a une liniilc X pour .r = x,,; soil alors 7 un nombre positif arbi- 
trairement petil, on peut déterminer un nombre positif p tel que, 
pour toutes les valeurs de x vériliant la double inégalité 



on ait 



Celte limite a est la (/é/ii're rte /(x) pour x = jr,^. 

Une fonction y(x) est dériK^able à droite ou dérivable à gauche 
pour X = Xn suivant (|ue le rapport des accroissements n'a qii^ine 
limite à droite ou qu^une limite ù gauche pour x z^ X(t\ celle li- 
mite est dite la dérii^rc à droite ou la dérii^ée à gauche de /"(-r) 
pourx = Xo- 

Une fonction I' =:/(x) est dérùahle dans un intcrsralle (Vi, h\ 
quand elle est dérivable p«Mir toutes les valeurs de x comprises 
entre a et h et (|ue, en outre, elle admet au moins une dérivée à 
droite p<»ur x =-- a cl une dérivée à gauche pour x ^= b. Lorsc|u*îl 
en est ainsi, Tensemblc des dérivées de/(\2*) dans rintervalle(flr, h\ 
constitue une fonction de x que Ton représente par y^ ouy(j*); 
cette fonction est la dérivée de f{x) dans Tintervalle (</, 6). Si 
Ton appelle alors \y Taceroissement de la fonction r correspon- 
dant à un arcrois!»ement \x (h? la variable x^ on peut poser 

Ak = { y -I- t )A^, 

le nombre positif ou négatif £ tendant \ers zéro en même temps 

(pie A.r. 

La différentielle (•) (Kune fonclion dérixable r=/(x) esl le 

produit tie la dérivée de celle fonction par Taccroissement inliiii- 

ment petit de la variable dx: on la dési«»ne par dv ou <//, de sorlo 

(pie 

t/t — } ' t/.r: 

il léMilte de là (pie la dérivé»» dune loneliou r r^f[x) peut élre 



( • 1 L.i ii.ili«»ri <l«- <lillVn'iiliillo ••-t. .m ihhiiI «If vu." jIc I;i liiéorie pure, alisolu- 
iiMiit ^ii|M'rllin-. r,«H|, «lii iijoiiiK, ropinion «Ir^ ;iii:il\ ^tfs rnnt«'rnpnrain> cl cntro 
..iiCi.i «I.- 11.11 ii.i.k. Si. 1/, r .iiHin . .. \u--i l»i. II. «r M.'iiilM'rl ;i\.iit «Irjâ oini<» 
1.1 III* iiK- nii ( . 
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représentée par le quotient 

c'est la notation différcnhelle de la dérivée inventée par Leibniz; 
on en fait constamment usage en Analyse. Les symboles y ou 
f'{^) et Dx^, que Ton emploie souvent aussi, sont dus : les deux 
premiers à Lagrange et le troisième ù Cauchy. 

La différenliellc est la partie principale de l'accroissement 
de la fonction correspondant à un accroissement infiniment 
petit de la variable. 

En effet, 

^y = (K'-+-e)Aj-; 

en désignant par dx l'accroissement ^x supposé rnOniment petil, 
la partie principale de \y est donc bien 

dy —y'dx, 

Théouème. — Une fonction déri\'able dans un intervalle (a, b) 
est continue dans cet intervalle. 

En effet, soient x et x^ deux valeurs de la variable intérieures à 
Tintervalle (rt, fe), et A la dérivée de la fonction /(j:) pour .r = j:o; 
on a 

quand x tend vers Xq^ la variable £ devenant nulle, il existe néces- 
sairement une constante positive a à laquelle elle reste toujours 
inférieure eu valeur absolue; par conséqucnl, [i étant la valeur 
absolue do X, si 7 désigne un nombre positif arbitrairement petit, 
il suffit de déterminer un nombre positif p par la condition 

pour (|ue, .r vériiiani la double inégalité 

- p < j: — j-o< 0, 
on ait 

la fonction f{x) est donc continue pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et b\ de même, on déduit de ce qu'elle est déri- 
vable dans cet intervalle 

/(a -f- o)=f{a), ff,b- o) ^=f{b), 

par suile la fond ion y^(.r) est continue dans Tinlervalle [a. b). 



V 
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\ 
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Ainsi, |)«Mir di^monlrer qu'une fonclion esl continue, il suffit 
d'rlablir qu'elle est dérivablc. 

Toute fonction dérivahle est continue, nuiis toute fonction con- 
tinue n'est pas dérivable. En effet, malgré les (enlalives faites par 
Ampère ('), Duhamel ('-;, Laniarle (■^), Gilhert ( \^, les travaux 
des analystes allemands et notamment de Riemann ("'), de 
Ilankel (^), de Weierstrass (" ) et de Scliwarz (•*) ont étahli d'une 
manière irréfulabltï que certaines fonctions définies par des séries 
uniformément converj;;entes sont dé|>ourvues de d/rivées. On peut 
se reporter pour l'étude détaillée de celte question au brillant 
exposé qui en a été fait par Darboux dans son Mémoire sur les 
fonctions discon tin i/es { •• i . 



I*' I/o\prc«si<nî 



EXERCICES. 



\/fi -f- \ fi i- \''(i — . 



où il (It'sijjni» un n<>iiil»re positif, loiul \ers une limite; calculer celle li- 
mite. 

J\i:orEs Bf.rnoili.i. 



-y SoitMit n el /> il«'U\ ii"»mhre«i po^iiifs. sj l'on |>o*if 



A. 



A,- V^/A. 



Jdiii'/Kti (ir /'Km/c /titf} tcc/tftit/iti\ i3* r.iliicr. i.*m'>, p. i |S. 
tlt'niriils tif (\ilvul in/ifiitcsininl, v*\. J. UtTliMinl. t. I. p «i^-ioi. 
» .\/rfn>ii/i's tir i'.\(:i,i,/titf nn ttt*' </«'.* Srù/in.s. des Lettres rt des lienux- 
Atts fr //./-/Y//.', in , . I. \\l\. i^Vk 

1 Mt m -in V t'tiiii ntinrK </ atifr, v Mmutii t s fiiihlirs /htr /* {rfttefuir 
,i,s SM./-.X. »/. > l>trr.K rt »ti^ /;,.n,r 1/ ts de JU/^i-/nr. iii-s-. t. \\||| 
f^ vr/ l't n.iitht nnttitjnrs, ti.iil. I. l..tiiL;rl. p. • • • -<,. 
\f.if/ii HhifiM'/ir [n/iti/i'/i. I. \\. i^s«. p. •• ) i i ». 
M.ttli, nuttiuhr II #//.,'. I. Il, 1». 71-7*1 il : -s '.■■•. 

|/'7//\r.v »/. \ Vi ît nrt \ ^.//i «/////« a rt 11 ifnn //i v. |. \L\ Ifl. i>*7 "•, p. 
Xmitl, \ \> '. 'tf'ir^H' \ ./t f / »"/i ft •/ nitifr \rif' r.i'nr. -i 1 ir. 

.-•.!• . M ■. 



rifvalr 
II. 1^-.). 



. 3:; ;<. 
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faire voir que les nombres a„ et />„ ont une limite commune pour n — ». 
Cette limite s'appelle la moyenne arithniético-géométrique des nombres 
a et b. 



3" Soit 11,1 le terme de rang n -h i de la suite 
o , If I . 'i , 3 , > , 8 , 1 3 , 
établir la relation 

et chercher la limite du rapport 

M// 

/i" Quelle est la limite de l'cîujression 

/y ( //i -f- 1 )[m -h '^J^^A'ff -+- /* ) 



Galss. 



s. 



Albert Girard. 



ClIRVSTAL. 



pour n — x: 



5" Que devient le radical 

V \ .'x.'\. . .n 

Cauchy. 



pour /< = X? 



G" Soient a„ et />,, deux variantes qui tendent vers zéro pour /i — » et 

dont la seconde est constamment décroissante,' si le rapport -y^ -~- 

b„~ùn^t 

a une limire quand // augmente indélininient, le rapport y^ a la même 

limite. 

Cesàro. 

7" Démontrer «jue la fonction suivante 

o(.r) r- \i(T) -h /7— E{x) 
est continue pour toute valeur de t et vérifie la relation 

I 

I 

ScnwARz. 

H" Quelle e>t la forme i;ériérale d'une fonction <*ontinue fix) telle «pie, 
pour deux valeuis quelconques de la variable a et />, on ait 

fia -h)^f(n)--/ib). 

C\i<:in . 
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()** La fonction 

T-Eix) 

est-elle dérivable ? 

Weierstrass. 

lo" Soit^(T) une fonction de la variable réelle jt, continue pour toute 
valeur de cette \ariable. On suppose que la \aleur absolue de la dérivée 
^'(x) est, pour toute xaleur de j-, moindre qu'un nombre A inférieur à 
Tunité : 

a. Montrer que l'équation 

JT — «5 < JT .) — O 

a une et une seule racine réelle a : 

b. On forme la suite 

où j*o est une quantité réelle arbitrairement cboisie. Montrer que Tn tend 
vers la racine a quand n de\it-iit infini. 

Concours }:*'n*'ral de Mathémntitjues spéciales. 
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IL 

SÉRIES A TERMES CONSTANTS. 



Une série est une siiile illiniilée de nombres se succédant 
d'après une loi délerminée; ces nombres sont les termes de la 
série, on les représenle par «/,, w^, . . ., u^. . . ; le lerme Un se 
nomme le terme génêraL On désigne par S« la somme des n 
premiers lermes, de sorte que 

S|,= M|-h W,-l-...-+- Mn, 

ce que Ton écrit aussi 

C'est Newton qui le premier reconnut Timpoitance de la mé- 
thode des séries comme instrument d'investigation mathématique. 
Il en réunit les principaux résultats en 1669 ^^"s ^^ opuscule 
intitulé Analysis per aequationes numéro lerminorum infi- 
nitas{*). ^ 

Série convergente. — Une série est convergente si la somme 
de ses n premiers lermes S,t tend vers une limite S, quand n devient 
infini, celle limite s'appelle la somme de la srrie; soit alors a- un 
nombre positif arbitrairement petit, on peut déterminer un entier 
m tel tjue, à partir de // =^ m^ on ait 

-cr<S„-S<7; 
la difllerenc^e S — S„ est le leste U„ limité au z?''"»»^^ lerme ; il lend vers 



(') Nrwloii d\:iil alors \ingl-<ix ans. \.' Analysis per aequationes \\c fiif im- 
priiiu'e qu'on i7«»'i- M;hs rlrs i^>'u). l'un des mailics de Nrwlon, llarrow. tl. par 
son inlcrinédiairo. div«'i< inallirniaticiens anglais en avaient eu connai-isance. 



'J.t THKOKIE ÉLKIIENTAIRE DES SÉRIES. 

Sommatioii d*iine série. — La sommation cl*iinc série est la 
reclierclie d«:î la somme de ses /i premiers termes; il n'existe pas de 
uiélliode générale permettant de reffectuer, et Ton est presque 
toujours obli«;é de recourir à des artifices de calcul. 

L'un des procédés élémentaires les plus employés consiste à 
nàtiXrt le terme général sous la forme d'une différence, de manière 
^ ramener la sommation à celle de la série 

Soit, par exemple, la série 

1 I I 



jcix^n ( jr -i- i;( X — A) {jr -r- n )(T -^ n -^ i) 

étudiée par Stirling P ); on a 



<:r — /i;(jp-+-/i-i-l) x-H/i x-T-w-T-l 
paf «onsé'pH'nt, la série proposée peut s'écrire 

(' ■ ,-(' '- !-)-... .^(—J '-)^-.... 



X X -i- n 
\4 ^érie r^l «l<iii<: ron\ï*r;;«*nle et sa somme a pour expression 

X 

Si ronf.nl ./ I . ou ol>lieiil 

III I 

I . / > . J t . I * " * m n -h i) 

i/'Hiilhit dû ;i hroiMH kfi. 

Tiiioiti \fi . /,ft sr/'if fffjfrnu.'rn njtmttint ou m n'franc/mnt 
i/t't/.r // f/r/f r /*'.\ Iri nn's th*. fifu.r sr/irs ronKcnj^cntcs rst comu'i- 
'^t'htr i»t fi jniiir somtiu* /// sntmnt' otf ht fli (férencc des sommes 
f/rs f/rft.r sriirs. 



I ' I Mi'tluuliis *itffrn'iitittli\ %i\i' 1 rttrtiitus tte xitmmtttionv et inferpolatione 
Ml' fin uni iiifiiiitui uni. \.*>i\i\it\\. i-i«. 



II. — SÉRIES A TERMES COXSTxVNTS. ^9 

Soient S,i, ï« les sommes des n premiers ternies de deux séries 
convergentes et S, T leurs sommes, on peut déterminer un entier m 
lel que, à partir de n = m, on ail, en désignant par a un nombre 
positif arbitrairçmenl petit, 

--<S„-S<-, 
•2 9. 

-^<T«-T<^ 

d'où '' • 

-^<(S«-+-T„)-(S-hT)<7; 

de même, après avoir changé les signes de la seconde des doubles 
inégalités, on trouve 

~(i<(S„-T«)-(S-T)<a; 

la série obtenue en ajoutant ou en retranchant deux à deux les 
termes des séries de sommes respectives S et T est donc conver- 
gente et a pour somme S -f- T ou S — T. 

Théorème. — Le terme général u,i d*une série convergente I ' ^ > 
a po ur limite zéro quand n augmente indéfiniment, \ '' ^" 

Soient S,i la somme des n premiers termes d'une série conver- 
gente et S sa limite, quelque petit que Ton prenne un nombre 
positifs, on peut déterminer un entier/?? tel que, à partir de n =m, 
on ait 

-- <S ~S,,_i< -, 

--<s„-s<-, 

d'où 

— ^ < W/t < 7, 

la limite de w„ est donc zéro. 

Ainsi, wne série dont le terme général ne tend pas vers zéro 
n'est pas convergente, mais le lermc général d'une série peut 
tendre vers zéro sans que la série soit convergente ; par exemple, 

le terme général - de la série harmonique devient nul pour // = x, 

et cependant celle si'-rie est divcrgenlc. 
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I^a coiidilion énoncée csl donc nécessaire, mais elle n'esl pas 
suffisante. 

TtiirioRkME. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu une série soit convergente, est que, '7 désignant un nombre 
positif arbitrairement petit, on puisse déterminer un entier m 
tel que la somme S„ des n premiers termes vérifie la double 
inégalité 

J < S,,^,, — S« < !J, 

à partir de n = ///, pour toute valeur entière et positive de p. 

En eflel, la condition énoncée est la condition nécessaire et 
suffisante pour (|ue la variante S,, ait une limite (p, 9). 

Ce théorème n'a d'ailleurs qu'une importance loule théorique, 

car il est ^généralement impossible de l'appliquer. Toutefois, il 

n'en est pas ainsi dans l'exemple suivant que nouï» donnons d'après 

Abel(«) : 

Soit 

Il I 

«1 "^ rtj " ' Un 

une série divergente à termes positifs, s,i désignant la somme de 
ses n premiers termes, le théorème |)récédent permet dY'tablir que 
la série 

r I I 

- -J h ... H h . . . 

ai Si (liSf o„s„ 

est aussi divergente. En effet, si S„ est la somme des n premiers 
termes de celle dernière série, on a 

c'est-à-dire 

«; _ s ^' I — ^" ' 

ir, pour chaque valeur de //, on peut déterminer une valeur /7„ 
*/> suffisamment grande pour que .v„^.^r, surpasse 'xs,,, alors on a 

s - s - 1 • 

' '1 



uvres complclcs. éil. L. S\lu\\ et S. Lii*. i . \,v- v^^^\^^^ 
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il est donc impossible de délcnniner un même entier m tel que, 
à partir de n=^m^ la difTérence S,i^y, — S„ soit arbitrairement 
pelile, pour loule valeur entière et positive de />; de là résulte la 
divergence de la seconde série. 

Séries positives. 

Une série posità^c est celle dont les termes sont positifs, au 
moins à partir d\in certain nin*;. Une série positive qui n'est pas 
convergente est nécessairement divergente. 

Théorème. — Une série posifixe est convergente quand la 
somme de ses n premiers termes reste toujours inférieure à une 
constante. 

En effet, si la somme des n premiers termes de la série reste 
toujours inférieun; à une constante, comme elle finit |)ar devenir 
sans cesse croissante, puiscpie les termes sont positifs au moins à 
partir d'un certain rang, elle a nécessairement une limite égale ou 
inférieure à ce nombre (p. 7) et par suite la série est convergente. 

Théorème. — Une série positive reste convergente quand on 
multiplie ses termes par\ies nombres positifs tous inférieurs à 
une constante. 

En effet, soient^,, a.,, ..., «„, ... des nombres positifs tous 
inférieurs à une «constante A, et n„ le terme général d'une série 
convergente «le somme S, on a 

r/| Mt -f- </2 "î -^ • • • -I- «/i ''/» < AS ; . 

la série de terme général an Un est donc convergente, d'après le 
tbéorème j^récédent. 

Théorème. — Une série positive est convergente quand ses 
ternies sont inférieurs aux termes coriespomhtnts d\tne série 
positive convergente ; elle est divergente quand ses termes sont 
supérieurs aux termes correspondants d' une série positive di- 
vergente. 

Soient S,/ cl Tn les sommes des n premiers termes de deux sé- 
ries i)ositives; si la première a cbaeiin i\v s(*s termes inférieur au 
terme correspondant de la seconde supposée eonv('rgenl<', elle est 



'i2 THEOBIC tLCHENTAIME !>£< <£11£«^.^ 

ell«HiiéiDe con\€'rg:eDle^"car 5|„ reste toujours inférieur à T« el par 
suite à sa limite T: au contraire, si la première sfrie a chacun de 
ses termes supérieur au terme corresf>on<lant de Ja seconde sup- 
posée divergente, elle est ê^lement divergente. S, resUnt tou- 
jours supérieur à T« et par suite croissant aussi indéSntmeni. 

TiiioKEME DE Kt^MVKB. — tW sérîc positi\^ de terme gé- 
néral Ufg est corner fenie si\ à partir d^ une certaine trieur 
de lî, on a 

Vu désignant une fonction positi^re de n^et k une constante po- 

sitii'e: eiie est divergente si\ à partir d'une certaine valeur 

de lî, on a 

«.«•— i#»^ir«^,<o 

et si de plus la série de terme général — est di%ergente. 

En effet, si i*on suppose d^abord la premit're inégalité vérifiée à 
partir de /i = m, on en déduit 

I 



d'où 



Um < T(tt«-I*'«-I — «•«'■^. 



S.<S«— j. <««*•-. — "•»'•'. 



et« à plu«» forte raison. 



S.<S«— \^m^m^ 



la série est donc convergente, car le second membre de cette iné- 
galité est une constante; au contraire si, à partir de /i = m, la 
seconde inégalité est vérifiée, on peut écrire 

"«*'«< "jt^l^fl,^,. Wm^|tm^I< W/n-jt'/ir^î. ••» ll,_ir,_|< II,*'*, 

d^où 
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la série esl donc divergente, puisque, à partir de n = /?i, ses termes 
sont supérieurs aux termes correspondants d*une série divergente. 
Ce théorème très général est dû à Kummer (*). 



REGLES DE CONVERGENCE. 

On peut reconnaître la convergence ou la divergence des séries 
positives au moyen de certaines règles qui constituent des condi- 
tions suffisantes mais non nécessaires; nous allons donner les plus 
usuelles. 

Cauchy est le fondateur de la théorie de la convergence et de la 
divergence. Il a posé dans son Cours d'' Analyse de l^ Ecole 
royale polytechnique les principes rigoureux qui ont servi de 
base à toutes les recherches ultérieures sur ce sujet (-). 

Règle de d'Alembert. — Une série positive est convergente 

si, à partir d'un certain rang, le rapport ^^^^ reste inférieur 

à une constante moindre que r unité; elle est divergente si, à 
partir d'un certain rang, ce rapport reste supérieur à l'unité. 

En effet si, à partir de ai == m, le rapport — ^^ reste inférieur à 
une constante A* moindre que Tunité, on a 

<^A, <A:, ..., < AT, 

d'où 

la série est donc convergente, puisque, à partir de n = m, ses 
termes sont inférieurs aux termes correspondants d'une progres- 
sion convergente. Au contraire si, à partir de /i=m, le rap- 
port— ^^ reste supérieur à Tunité, les termes vont sans cesse en 



(') Journal /tir die reine und angewandle Mathematik, t. XIII, i835, p. 171- 
■ 84. 

(^) On pourra consulter, pour l'étude de la théorie générale des régies de 
convergence, les travaux de Pringsheim {Mathematische Annalen, t. XXXV, 
1890, p. 397-394^ et t. XXXIX, 1891, p. 125-128). Auparavant, Dini et Paul du 
Bois-Reymond s'élaicnt occupés de la même question. 

G. 3 
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croissant et par suite la série est divergente, son terme général ne 
tendant pas vers zéro. 

La règle de d^Alembert résulte immédiatement du théorème de 
Kummer en y faisant p,, = i . 

On déduit de ce qui précède la règle pratique suivante : 

Si -""*"* a une limite A, quand n déifient infini, la série est 

Un 

convergente pour X < i et divergente pour\> \, 

En effet, (x désignant un nombre positif arbitrairement petit, on 
peut déterminer un entier m tel que, à partir de /i = m, on ait 

Un 

Soit d'abord X <; i î comme la valeur de a est arbitraire, si on la 
prend égale à A" — )., le nombre k étant compris entre X et i, la 

seconde inégalité devient — ^^ <C A", la série est donc convergente. 

Un. 

Soit maintenant )v >>i; si Ton prend a égal à X — A*, le nombre k 
étant alors compris entre i et )., la première inégalité devient 

^^^^ > A', d'où, à plus forte raison, -^^ > i, la série est donc 

Un Un 

divergente. Enfin, pour X = i, il y a doute, sauf toutefois, quand 

on peut reconnaître qu'à partir d'un certain rang le rapport — — 

,^ igéiC eu, ^ ^ "« 

restëYsïïpérieur à l'unité, cas où a série est divergente; s'il n'en 

est pas ainsi, il y a lieu de recourir à la règle de Raabe donnée 

plus loin (p. 36). 

Règle de Cauchy. — Une série positive est convergente si, à 
partir d^ un certain rang, le radical sjun reste inférieur à une 
constante moindre que l* unité; elle est divergente si, à partir 
d'un certain rang, ce radical reste supérieur à Vunité. 

En effet si, a partir de n=^m^ le radical ^Un reste inférieur à 
un nombre positif A" moindre que l'unité, on a 

Un<k^f 

la série est donc convergente, puisque, à partir de n = m, ses 
termes sont inférieurs aux termes correspondants d'une progrès- 
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sion convergente. Au contraire sî, à partir de n = m, le radical ^Un 
reste supérieur à Tunité, le terme général devenant plus grand 
que Punité ne tend pas vers zéro etja série est divergente. 
On utilise dans les applications la règle suivante : 

Si \/un CL une limite X, quand n devient infini, la série est 
convergente pour \<,\ et divergente pour A > i . 

La démonstration est absolument semblable à celle déjà donnée 
à propos de la règle de d'Alembert. 

Si le rapport -^^ tend vers une limite, le radical ^Un a néces- 
sairement la même limite (p. i3). Il ne faudrait point en conclure 
que les règles de d'Alembert et de Cauchy sont équivalentes, la 
seconde est plus générale que la première; en effet, il peut arriver 

que — ^^ ne tendant vers aucune limite, Ç'^ en ait une. Soit, par 

exemple, 

a„=a«e(/i), 

la fonction â(/i) désignant le nombre des diviseurs de n, on a 

Un ■"'* e(/i) ' 

ce rapport ne tend vers aucune limite, car la suite des nombres 
premiers étant illimitée, parmi les valeurs successives de /z, il y a 
toujours, à des intervalles plus ou moins éloignés, des nombres 
premiers; toutes les fois qu^il en est ainsi 0(n) est égal à 2, tandis 
que Q(/i-j-i) peut avoir les valeurs les plus diverses. Au contraire, 
si Ton considère le radical 

comme Q(/i) est supérieur à Tunité et inférieur à ai, dès que n 
dépasse 2, on peut écrire 

"v/T<Vëûr)<"v^, 

et comme les membres extrêmes de celte double inégalité ont 
Tunité pour limite (p. i4), il en est de même de '\/^[n), de sorte 
que la série est convergente pour a < i et divergente pour a>i, 
résultais que la règle de d'Alembcrt ne permet point d'obtenir. 
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Enfin, uoe série peut converger sans qu aucune des expressions 
^— et \/Ufi n ait de Jimile* Ainsi, en supposant 

Un ' 

o < a < 6 < I , 
la s^rie 

a -4- 6' H^ «* H^ 6* -h rt* H- . . . , 

qui est la somme de deu\ progressions, est convergente. Cepen- 
dant ^iiff est égal à a ou ai, suivant que #i est impair ou pair, 
tandis que — ^^ tend vers zéro pour n pair et croît indéfinimeni 

pour n impair. Gel exemple tr^s simple a été imaginé par Cc- 

sàru { *), 

Rkcle de Raabe. — Une série posUwe est convergente si^ à 
partir d'un certain rang, ie produit n (—' — i) reste supé- 
rieur à une constante plus grande que V unité; elle est diver- 
génie si, à partir d'un certain rang^ ce produit reste inférieur 
à r unités 

En effet si, à partir de /i ^ m^ le produit n(^-^ ij reste 

supérieur à une conslanle A + i plus grande que l'unité, on a 

c^est la première des inégalités de FLummer dans laquelle i'u= n^ 
la série est donc bien convergente* Au contraire si, à partir de 

n = fUy le produit n(^-^ — i ) reste inférieur à l'unité^ il en 

résulte 

1 seconde des inégalités de Kummer dans laquelle r„=«i 
• la série de terme général - est divergente, il en est de 
ïi série de lenne général u^. 



«,1 = 



««+t 



— I* 



,i H (tftjt t a tge ùi'H'ii , |i . t '^ i 
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on est conduit à énoncer la règle pratique suivante : 

Si riT-n a une limite X, quand n devient infini, la série est 
convergente pour \^ \ et divergente pour X <^ i . 

Celle règle se démontre sans difficulté; dans le cas où X= i, la 
série est divergente si, a partir d'un certain rang, le produit /la,, 
reste inférieur à l'unilé; en outre, elle est encore divergente pour 
X=^ I, quand, en posant 

on reconnaît que le produit n^n a une limite finie pour n = oo(* ). 
En effet, dans ces conditions, on peut toujours déterminer un en- 
tier positif/? tel que, à partir d'une certaine valeur m de n, on ait 
" ?/!<!/>; OTy en supposant m supérieur à/?, dès que /i dépasse w, 
on a 

P 
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~>^ 
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'où, 


à plus 


foi 


le raison. 
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c'est la seconde des inégalités de Kummer dans laquelle ^ ^ ^'v. *"~ ' ' 

mais la série de terme grénéral > où Ton donne à n les valeurs 

^ n — p 

successives m-t-i,m-f-2,..., est divergente, par suite la série 

de terme général n„ Test aussi. 

La règle qui vient d'être démontrée a été donnée par Raabe (2) ; 

on doit y recourir si le rapport — ^^ a pour limite l'unité, c'est- 
à-dire dans le cas où la règle de d'Alembert est insuffisante pour 
décider de la convergence ou de la divergence d'une série. 

Application. Série de terme général — ; • — Aa série positive 



(•) Celte rrinarqiH' est duc à K. Calien {JVoui'elles Annales de Mathéma- 
tiques, 3* série, t. V. iSSfi, p. 53G-537). 

(') Zeitschrift fiïr Physik, Matiiematik and venvandte Wissensclwften, 
t. X, i83j, p. 4» "l* — Duhamel a rclrouvé celte règle plusieurs années après». 
Voir : Journal de Mathématiques pures et appliquées , t. IV, i83y, p. ai'4-ani. 

G. 3* 
X^. 'i. < rWc .-^ - ' . V:r.^ ^ ^ A ..... . rr.^,,, ,. .,,«.. „^e7o^ 



/i, 
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de terme général—-^ est convergente pour p> i et divergente 

pour p "2 I • 
Soit 



on a 

m — I 






or, on établit facilement (•) c|uc, pour x = 1, le second membre de 
cette égalité tend vers />, quelle (|ue soit la valeur rationnelle ou irra- 
tionnelle de/?; la limite de nT.,, est donc/? et, d'après la règle de 
Uaabe, la série est convergente pour/? ;> i et divergente pour/? <[ 1 ; 
elle esl encore divergenle pour/? :^ 1 . Ces résultats pourraient s'éta- 
blir directement par un procédé analogue à celui employé pour la 
série harmonique; ils ont pour conséquence la règle suivante : 

Une série positive dans laquelle le produit nP Un a une li- 
mite A, quand n devient infini, est convergente pour p> \ et 
divergente /tour p'Li, en supposant, dans ce dernier cas, la 
limite ). non nulle. 

En elFet, 7 désignant un nombre positif arbitrairement petit, 
il existe un entier m tel que, à partir de n = m, on ait 

\ — 7<nPU„< A -^ (T. 

Soit d'abord /?>> i ; de la double inégalité précédente on tire 

la série est donc convergente puisque, à partir de n .= m^ ses termes 
r»onl inférieurs aux termes correspondants d'une série convergente. 
Soit maintenant /? ^ i ; en supposant la limite X non nulle, on peut 
choisir 7 assez petit pour que la différence A — t soit positive, et, 
de rinéi^alilé 



A — T 



il iV'^ulte que la .M!ric esl divergenle (- ). 



I '; lotr j rc "iijri uu article (|uc nous avons public dans Mathesis. 3* scric, 

I. I, l«|Oi, f». m-ii. 

(• ) <.I«!rtain>t aiii«iir> f?n «Jcdiiiscnt que dans une série pnsilive convergente la 
liiiiihr dr nii,^ vM ii<< r>«.;iiicnn:iit z«:ro. <Vesl une a*«5erlion absolument crroncc, 
« .ir il rxisic de> -vrirs pM>iiivr^ r«invor;:«-iiles dans lc;j<|Uflles le produit wii. n'a 
par» de liniile. l'uir : KiiNLsro CE:>iiio, Corso di Analisi al^cbrica. p. ii«i. 
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Si Ton considère, par exemple, une série positive de terme gé- 
néral 

pour q — /?So, le terme général He tendant pas^^efs zéro^.la série 

est divergente; pour q — /?]>o, la limite de n^~PUn est -^ : donc, 

si Ton a q — p >> i , la série est convergente et si l'on a q — p^ i , 
elle est divergente. 

Règle de Gauss. — Si dans une série positive on a 

Un " nP-k- bnP-^-\- bitii*-^-^, .,-{- bp-x^ 

les termes décroissent constamment, à partir d* un certain rang, 
et tendent vers zéro pour b — a }> o; ils finissent par augmen- 
ter indéfiniment pour b — (i<^o, et ont une limite non nulle 
pour b — a = o ; la série est convergente pour b — a > i ; dans 
tous les autres cas elle est divergente. 

Soit 

quand on remplace — ^ par sa valeur, on trouve pour na„ une 

fraction rationnelle dont les deux termes sont de degré/?; alors 
si l'on effectue la division, le quotient étant limité à son premier 
terme b — a, l'expression na,, peut se metire sous la forme 

noin=b — an o(n), 

n ' 

en désignant par X une constante et par ^{n) une fraction dont la 
limite est l'unité ou zéro pour n = oo, 

I. — Soit d'abord b — a > o, le nombre a„ finit par devenir 
positif et les termes décroissent à partir d'un certain rang; d'autre 
part, /' étant un nombre compris entre o et b — rt, pour une va- 
leur de n suffisamment grande m, on aura 

>IH y >IH 9 •••» > I -H 



U,n^X ''i W/zi^l "* -^ » Un n 

d'où 



u,,l ^ 



\ ^ //// V fn-hi/"'v n-if' 
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ct^ à plus forte raison, 

Un \m m -+- 1 n — i / 

le nombre m restant fixe, le second membre de cette inégalité croît 
au delà de toute limite, lorsque n augmente indéfiniment; par 
suite, i/m tend vers zéro. 

II. — Soit maintenant b — a < o, la série de terme général — 

se trouve dans les mêmes conditions que la série de terme général 
ii« dans rhvpothèse précédente; ses termes, à partir d*un certain 
rang, vont donc en décroissant et tendent vers zéro; par suite, 
ceu\ do la série considérée finissent par augmenter indéfiniment. 

III. — Soit enfin b — a = o, on constate alors que n^a^ peut 
se mettre sous la forme 

«««„= />,— rt, H — 9(/i), 
n * 

en désignant encore par X une constante et par ç(n) une fraction 
dont la limite est Tunité ou zéro pour /i = oo. Si Ton suppose 
6i — ^1 <; o, le nombre a„ finit par devenir négatif et les termes 
vont en cn>issant à partir d'un certain rang; d'autre part, k étant 
un nombre supérieur à ^i — />| , pour une valeur de n suffisamment 
grande m, on aura 

-^ ' — , V, * •••♦ "": — -> * — : 



«•.i m« u^^i {m-hi)^ Un (/» — 0* 

d\>ù, comme on peut supposer m supérieur a A, 

~Z ^ \' ~ ^ ' [' "" T'^ ^ «^' J * * r ~ i/i-i)-J ' 
et, à plus forte raison, 

-->,_4... ' _^ '-,-...- — ■ — -...1. 

c>sl->i-dire ^p. a8\ en prônant alors w supérieur à X- -r i , 



r 
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uinst^ m restant fixe, Ufi resle toujours inférieur à une coniâUnle 
dérerminée lorsque n augmente indt^finlmetit ; comme i! croit con- 
stamment, il a dooc une limite inférieure ou au plus égale cette 
constonle et par suite non oui le* Il en est de même si Ton suppose 

6i — ai > o; car, en considérant la série de lerme général =— , ses 

termes, rraprès ce qui vient d'être dit, croissent à partir d'un 
certain ran;^ et teudeul vers une littiite non nulle; ceux de la série 
considérée fiuisseul donc [>ar décroître conslainment el tende ni 
aussi vers une limite non nulle. 

Il réîiultc de ce qui précède que le seul cas où la série puisse 
être couvor^^ente est celui on Ton a b — « >• o ; si l'on applique 
alors la régie de Haabe, comme la limite de noLff pour n ;:= ao est 
égale à b — a^ on en conclut que la série est convergente pour 
6 — fi >- I et divergente pour ^ ^ rt •< 1 ; elleesteucore divergente 
pour b — n^^ Il en effet, dans ce cas, eu désignant |)ar 1 + p,i le 
produit n^Hi la limite de n^,i est égale à /.ou à zéro. La série n'est 
donc convergente que si Ton a ^ — a^ \ . 

La règle de convergence de Gauss permet Fétude d'une classe 
î m portante de séries comme on le verra plus tard ; elle a été donnée 
par l'illustre analyste dans son Mémoire intilulé Disquistitones 

générales ctrca se ne m uijinitam 14 — -- x -h* , . (' ). 

Séries alternées. 

Une série est dite alternée quand ses termes sont atternaiive- 
ment positifs et négatifs, au moins a partir dVn certain rang, 

ïflÉonEMK* — Une série alternée es£ convergente, quand leâ 
valeurs absolues de ses lennes t^ont cùnstammeni en décrois- 
sant it partir d*un certain ran;^ et^ïendent vers zéro. ^^mU^'t^^u 

Si Ton admet que les Valeurs absolues des termes commencent 



1 ') Cari Friedrich Gauss H'erke, l. llï, p. 1 39-1 4-4* La regte de Gau^& 11 ùlé 
gÉDt^raliâce par A, de Sïitnl-Gcrmaln. Voir : Bulletin îUè Sciences matkènm* 
tiques, 3* 5érîCf t. \IV| 1S90, p. ara-aiS. La dÉmofisiratîûn qui vieni el'^Lrn dposée 
c^U ^auf quelques tégérçs modilicatiù^fiSf lA reproduction d'une Nctle qo(? nouS' avons 
publiée dan;» les IVott\'efle,t Annales de Afathématiques^ 3* sérii% L WIÎI, 
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à décroître à partir du premier M| que l'on peut regarder comme 
positif, et si Ton pose 

on a 

d'où, comme la différence U2p^i — W2/>-4.a est positive, 

on en conclut que 82^ augmente avec p ; or 

d'où, comme toutes les différences entre parenthèses sont posi- 
tives, 

Sî/,< "t; 

ainsi, la somme S2/, croît en restant toujours inférieure à une con- 
stante, elle a donc une limite S; d'autre part 

quand p devient infini, U2p a pour limite zéro, So/i.i a donc la 
même limite S que S^p ; il résulte de là que Sn a une limite S pour 
n =00 et, par suite, que la série est convergente. 

Le théorème précédent permet dans bien des cas de reconnaître 
la convergence ou la divergence d'une série alternée : on s'assure 
d'abord que le terme général a pour limite zéro; alors, si l'on con- 
state que les valeurs absolues des termes vont en décroissant, on 
est immédiatement fixé sur la nature de la série, sinon on cherche 

la limite du rapport — ^^^ si elle est inférieure à Tunîté, le*» vnl^nrf 

/ . / absolues des termes vont nécessairement en d^croissanl à parlir 

/^ ,^ .^^^ ^ (a un certain rang et la série est convergente; si f*lleesi supiTieure 
Htf ,/' >' ;f:'*r j à l'unité, les valeurs absolues des termes fi(iis?^ent par croître el la 
^^,/<^«'5 j *'> /série n'est pas convergente; enfin, si elle usi i*£ide ù l'unité, il r 
U^^e, ^:.'Vc/va doute. 
fx(r<: ?Hrf nrt " ^ Soit, par exemple, la série harmonique alternée 



^1/ O- • 9. i 4 



son terme général tend vers zéro et les vaJe^^Iit.iill 
termes vont en décroissant, elle est donc 
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Séries absolument convergentes. 

Une série convergente est absolument convergente quand la 
série des valeurs absolues de ses termes est convergente. Une sé- 
rie convergente qui n'est pas absolument convergente est dite 
semi-convergente, 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de terme 
général Un soit absolument convergente est que, a désignant un 
nombre positif arbitrairement petit, il existe un entier positif m 
tel que, à partir de /i = m, on ait 

\Un+\ I-+-I Un+i\ -4-...-+-|MnH-p|<<I, 

pour toute valeur entière et positive àcp. 

Théorème. — Une série est convergente quand la série des 
valeurs absolues de ses termes est convergente. 

En effet, soient P„ la somme des termes positifs et — Q« la 
somme des termes négatifs qui se trouvent dans S«, on a 

S/i = P/j — Q/i ; 

la somme T^ des valeurs absolues de tous ces termes a pour ex- 
pression 

T„ = P«-f-Q„; 

par hypothèse T,^ a une limite T ; or, les sommes P,, et Q« croissent 
avec /i, puisque leurs termes sont positifs; d'autre part, elles sont 
respectivement inférieures à T„ et, par suite, à T, elles ont donc 
chacune une limite; soient P celle de P„, et Q celle de Q,,, la limite 
de P,i — Q/i sera P — Q ; par conséquent la série considérée a une 
limite S égale à P — Q ; elle est donc convergente et même abso- 
lument convergente (' ). 

La réciproque n'est pas exacte; ainsi la série harmonique al- 
ternée est convergente et cependant la série des valeurs absolues 
de ses termes est divergente. 



( • ) Ce théorcine est dû à Cauchy, Cours d'Analyse de l'École royale poly- 
technique {Œuvres complètes, a* série, t. III, p. 128-129). 
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On peut souvent, au moyen du théorème précédent, ramener 
Tétude de la convergence des séries dont les termes ont des signes 
(juelconques h celle des séries positives ; pour reconnaître la naUire 
de ces séries, on commencera donc toujours par appliquer Tune 
ou l'autre des règles de convergence à la série formée par les va- 
leurs absolues des termes. Si l'on cherche, par exemple, la limite 

de la valeur absohie du rapport -^^» suivant qu'elle est inférieure 

ou supérieure à Tunité, la série considérée est convergente ou ne 
l'est pas; en effet, dans le premier cas, la série des valeurs abso- 
lues des termes est convergente, et dans le second, les valeurs ab- 
solues des termes allant en croissant, le terme général ne peut 
tendre vers zéro. 

11 résulte encore de la démonstration ci-dessus que, dans une 
série absolument convergente, les deux séries formées par les 
termes positifs et par les termes négatifs sont convergentes; de 
plus, si leurs sommes respectives sont P et Q, la somme de la sé- 
rie a pour expression S = P — Q, et celle de la série des valeurs 
absolues T=P 4- Q. 

Théorème. — La somme d'une série absolument conver- 
gente ne change pas quand on intenertit l^ordre de ses 
termes. 

Si l'on suppose d'abord les termes tous positifs, la somme 
des n premiers termes étant 

Sn= Wi-h W2 4-...-H u„, 

quand on intervertit l'ordre des termes on obtient une nouvelle 
série; soit 

la somme de ses p premiers termes, on peut toujours prendre n 
assez grand pour que S,< renferme tous les termes de T^,, alors 
on a 

■t pzz^n *C ^» 

U résnllc de là que la seconde série a une limite T^S ; mais inver- 
nti on peut toujours prendre p assez grand pour que T^, ren- 
flas les termes de S,| et dans ce cas on trouve 

S„^Tp<T, 
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on a donc S<T; or, S ne peut être à la fois supérieur et inférieur 
à T, par suite 

S = T, 

Ainsi une série positive reste convergente quand on intervertit 
Tordre de ses termes et conserve la même somme ; en outre, si la 
première série est divergente, la seconde l'est également, sinon en 
rétablissant la disposition primitive on retrouverait une série con- 
vergente. 

Si Ton suppose maintenant les termes de signes quelconques, 
la série étant absolument convergente par hypothèse, les séries 
formées par les termes positifs et par les termes négatifs sont con- 
vergentes (p. 44) i soient P et Q leurs sommes respectives, la 
somme de la série est P — Q. Quand on change l'ordre destermes, 
les séries positives de sommes P et Q restent convergenles d'après 
ce qui précède, el conservent pour sommes P et Q; d'ailleurs la 
série des valeurs absolues reste aussi convergente, il en est, par 
suite, de même de la série considérée dont la somme sera en- 
core P — - Q. 

On peut donc modifier arbitrairement l'ordre des termes d'une 
série absolument convergente sans altérer la somme, mais il en est 
tout autrement si la série n'est pas absolument convergente (*), 
comme le montre l'exemple suivant imaginé par Lcjeune Dirich- 
let (^) et devenu classique : 

Si l'on considère la série harmonique alternée 

1 I I 

2 3 4 

la somme de ses n premiers termes étant S/, et S sa limile, quand 
on change l'ordre des lernies de manière que chaque terme né- 
gatif soit précédé et suivi de deux termes positifs, on obtient une 
nouvelle série 

I I I I I r I I 



3 '2 5 7 4 \n — i 4^*— I ^'^ 



(•) O fait a été signalé pour la preiiiicre fois par Cauchy dans \ts Bés limés 
analytiques. {Œuvres complètes, 2' série, t. \, p. ')9-7o.) 
(2) G. Lejeunc DirichleVs IVcrAc, l. I. p. 3i8-3iç». 
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soil T„ la somme de ses n premiers termes, en posant 



on a 



d'où 



1 I 


-+- 


1 


I 


4^ — 3 4^ — 2 


4/1-1 


4/1 


I I 




1 




4/1 — 3 4^* — * 






"" ""-aVïn- 


- 1 


■in)' 




Tsr» — S4„ = 


I 
1 


Sj/i. 





3 . . 

par suileTiA a pour limite -S; d'ailleurs les différences Ts,,^! — ï,„ 

et T3„ — T3„_i tendant vers zéro, les sommes Ts»,,.! et Tj;,_| ont 

3 . . 

aussi -S pour limite, la seconde série est donc convergente et a 

pour somme -b. 

Ce résultat est une conséquence du théorème suivant dû à 
Riemann (•) : 

'V Théorème. — Les termes d'une série semi^convergente 
peui^ent être disposés dans un ordre tel qu'elle ait une somme 
arbitraire. 

Soient S/i la somme des n premiers termes d'une série semi- 
convergente, Vp la somme des termes positifs et Q^ la somme des 
termes négatifs de S;,, de sorle que n=p-\-q\ lorsque p el q 
augmentent indéfiniment, il en est nécessairement de même de 1^^ 
et de Q^, sinon la série serait absolument convergente; alors, en 
désignant par X une constante positive arbitraire, pour une valeur 
déterminée de q^ on peut toujours trouver une valeur de p telle 
que Ton ait 

d'où 



(*) Œuvres mathématiques, trad. Laugel, p. 33'|-235. 
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mais 

(P/>~Q7)-(i'p-i-Q7) = Pp-Pp-i; 

quand on prend q de plus en plus grand, les valeurs correspon- 
dantes de p augmentent aussi et la différence P^, — P/>_«, qui est 
un terme de la série, tend vers zéro. Ainsi, la constante \ est com- 
prise entre deux nombres dont la différence finît par devenir 
nulle, ces deux nombres ont donc pour limite X. Il en résulte que 
si p et ^ croissent indéfiniment suivant une loi convenablement 
choisie, la somme S„, qui est égale à P^ — Q^, tend vers la con- 
stante positive arbitraire X. On établirait pareillement que cette 
somme S/i est susceptible d'avoir pour limite une constante néga- 
tive quelconque (*). 

Il peut arriver aussi qu'une série convergente devienne diver- 
gente quand on change l'ordre de ses termes. Soient, en effet, S,, 
la somme des n premiers termes de la série alternée convergente 

III I I 



et T„ la somme des n premiers termes de la série obtenue en in- 
tervertissant l'ordre des termes de la série primitive de manière 
que chaque terme négatif soit précédé et suivi de deux termes po- 
sitifs, on a 

I3/1 — ^2/»= ,- -^ / h. . .H -=T:r=:it 

d'où 



^\n — ï 



le second membre de cette inégalité croît indéfiniment avec /z, il 
en est donc de même de T3,, et la seconde série est divergente. 

Série de séries; — On dit qu'une série 
est une série de séries, si ses termes sont respectivement les 



(») Celte démonstration est donnée par J. Tanncry dans son Introduction à la 
théorie des fonctions d'une variable^ p. 69-70. 
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sommes de séries convergentes 

»: »: » 



««,1 -^- «ii,î^-. • •-+- «»,n-^. 



un élément quelconque de ce tableau est un terme de la série de 
séries. Toute série telle que 

f 

est une ligne, et toute série telle que 

une colonne de la série de séries. 

Théorème. — La somme d'une série de séries convergente ne 
change pas quand on l'évalue par lignes ou par colonnes, si 
les lignes du tableau formé par les valeurs absolues des 
termes étant convergentes, il en est de même de la série de 
leurs sommes. 

Soit 

Ml -+- M, -+- . . . -f- l/n -4- . . . , 

une série convergente dont les termes sont eui-mémes les sommes 
de séries absolument convergentes 



««,!-»- ««.t-^-- 



»*t|pl de démontrer que la somme des colonnes est égale à celle 
tes quand la série positive de terme général 

rgenle* •.«^' 
i aoppose d^abord les termes tous positifs, la somme des 
ien termes d'une colonne quelconque est inférieure à la 
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somme \J„ des n premières lignes et par siiile à sa limile U, elle a 
donc une limite, de sorte que chaque colonne forme une série 
convergente. Soit V^ la somme des/? premières colonnes ; la somme 
obtenue en prenant les n premiers termes dans les p premières 
colonnes est inférieure à []„ et par suite à U; en conséquence, 
p restant fixe et n augmentant indéfiniment, elle a une limite infé- 
rieure à U, cette limite est précisément V^,; mais la somme V^ 
croît avec p et, comme elle reste toujours inférieure à U, elle a 
nécessairement une limite V^U. De même, la somme obtenue en 
prenant lesp premiers termes dans chacune des n premières lignes 
est inférieure à \p et par suite à V; il en résulte que, n restant 
fixe et /> augmentant indéfiniment, elle a une limite inférieure à V, 
cette limite est précisément []„: mais la somme \J„ croît avec //, 
et comme elle reste toujours inférieure à V, elle a nécessairement 
une limite U ^ V. Or, U ne peut être à la fois supérieur et inférieur 

a V, donc 

U = V. 

Si l'on suppose maintenant que les lermcs aient des signes quel- 
conques, les lignes étant absolument convergentes, la somme V,, 
des termes positifs et la somme — Q„ des termes négatifs de {]„ 
ont chacune une limite, car pM-t-^^« est la somme des n pre- 
miers termes de la série positive convergenle de terme général 

|«/ij| -+- \^n,i\ -i-...-4-|a„,„|-4-...; 

soient P la limile de P,< et Q celle de Q„, la limite U de U,, a pour 

expression 

U = F» - Q. 

D'autre part, une colonne quelconque forme une série absolu- 
ment convergente; en elfet, diaprés ce qui précède, la série des 
valeurs absolues de ses termes est convcrgenlo. Soit V^ la somme 
des p premières colonnes, Mp élant la somme des lermes positifs 
et — Ny, la somme des lermcs négatifs qui se trouvent dans V^, 
ces sommes ont chacune une limile, car My,-J->i^ est la somme 
des^ premiers termes de la série positive de terme général 

convergente, toujours d'après ce qui précède; soient M la limile 
de M;, et N celle de N,,, la somme \ ,, a une limite V dont l'expres- 
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sion est 

V = M - N. 

Or, si l'on consicl«*Te le tahleau obtenu en remplaçant les termes 
négatifs par des zéros, la somme des lignes est égale à celle des 
colonnes, donc 

M = P, 
on voit de même que 

N = Q, 

par suite 

U = V. 

Le théorème précédent, dû à Cauchj ('), est une extension 
du théorème sur l'interversion des termes d'une série. On peut le 
généraliser de la manière suivante : 

Soit S„ la somme obtenue en prenant les n premiers termes 
dans les /i premières lignes ou colonnes, celte somme a également 
U ou V pour limite. En effet, si Ton suppose d*abord les termes 
tous positifs, comme la somme S„ est inférieure à U„ et par suite 
à U, elle a nécessairement une limite S^U ; d'autre part, on a 

U-lJn> V„-S,„ 

d'où, à plus forte raison, 

S-^i;>L\-hV,,, 
et, par conséquent, 

Si;; 

or, S^ ne peut être à la fois supérieur et inférieur à L*, donc 

S = i:. 

Si Ton suppose maintenant que les termes aient des signes quel- 
conques, Ph étant la somme des termes positifs et — <//, la somme 
des termes négatifs de S,,, la somme pn <îst inférieure à P/, et par 
suite à P, elle a donc une limite />; de même fjn a une limite <jr, de 
sorte que S« a une limite S égale à ^ — q. D'ailleurs, si Ton con- 
sidère le tableau obtenu en remplaçant les termes négatifs par 
des zéros, d'après ce qui précède, ^ = P et, pour une raison ana- 
logue, y = Q; il en résulte que S est encore égal à U. . 



(*) Cour* d'Analyse de l* École royale polvtcchnùfue (it-Sustcs com/ffr/es, 
s* lérie. t. III, Boic 7, p. 4'|i-4i»)- 
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Enfin, on voit aisément que la somme U est la limite de toute 
somme S,, déterminée par un contour C,, se déplaçant progressive- 
ment jusqu^à Finfini sur le tableau des termes, de manière à com- 
prendre tout terme intérieur àC,i_i et à contenir autant de termes 
que l'on veut pour une valeur suffisamment grande de n (*). 

L'énoncé du théorème suppose essentiellement que la série po- 
sitive de terme général 

l«/i,il-*- !«/i,ï! -+-...-4- |rt/i,/i| -H... 

est convergente ; aussi, on doit s^assurer, dans les applications, que 
cette condition, d'ailleurs simplement suffisante, est remplie. Soit, 
par exemple, la série de séries 

X — X' -r- x^ — x^-\- x^ — x'*-T-x^ — jr* -+- j:* — x^-T-x^ — ... 
x{i — x) — x^(i — .r*) -4-jr2(i — x^) — :r'(i — j*') -h... 
x(i — x)^— x^{ I — x'^)--r- X'{ I — x^)^ — x^{i — x^y-i-, . . 

dans laquelle x désigne un nombre positif et inférieur à l'unité; 
les lignes sont absolument convergentes, et les sommes de ces 
lignes constituent la progression absolument convergente 

1 = X -7- x{i — x) -i- x(i — a:)*-j-. . . ; 

cependant la sommation par colonnes donne une série indéter- 
minée, cela tient à ce que la série positive de terme général 

X{l — x)'*-{- -2X^(1 — X-)'*-h7.X^{l — X^)"^-^., . 

est divergente. 

Transformation de Clausen. — Soit 

«1-4- Mj-h. . .H- ««-+-... 

une série convergente dont les termes sont eux-mêmes les sommes 
de séries absolument convergentes 

"1 = «1,1 -t-«i,î -H... -+-</!,,, -4-. .., 



(*) Voir BiuoT Cl Bouqukt, Théorie îles fonctions cifiptit/ucs, |». lotl-iio. 
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la série posilive de lerme général 

I O/i.i I H- I «/!,» ! -^ . . . -+- ; a«,„ I -h . . . 
étant convergente; si l'on pose 

en désignant par r,* la somme de la /i*'™* colonne, la somme 
^'/î -H ^Vi est égale à 

(«1./!-+- ««,1 ) -+- («t,/|-+- '^/i.ï) -+- . • .-t- («/i-l,/|-t- «/i,n-l ) + an,n-+- »•/! ; 

soient alors U,,, V^,, W,, les sommes des n premiers termes des 
séries de terme général //„, ^„, (v«, et S,, la somme obtenue en 
prenant les n premiers termes dans les n premières lignes ou co- 
lonnes, on a 

* on en conclut que W„ a pour limite U; ainsi la série de terme 
général //„ peut être transformée dans la série de terme général \v„\ 
c'est celle transformation que Ton appelle transformation de 
Clauscn, 

Application. Séries de Lambert et de Clausen. — Ou donne le 
^< *^ V -nom de série de Lambert à la série 



Ufr9f- 



/Gcmt. '-^ •-"' •-'' 



cette série, considérée en ij-i par Lambert (*) à propos de cer- 
taines spéculations cosmologicpies, ollVe un grand intérêt dans 
l'étude de Tune des plus importantes questions de la tbéorie des 
nombres. 

Si X est extérieur à rintervalle de ( — i, -f-i), la série de Lam- 
bert n'est pas convergente, son terme général ne tendant pas vers 
zéro; il en est évidemment de même pour x=.±\. Elle est, au 
contraire, absolument convergente pour toutes les valeurs de x 
intérieures à Tintervalle ( — i, -f-i), car alors la^ valeur absolue du 
rapport 

Un I — X'^ ♦-» 



(*) Anlaçe zur Architektonik, lUpn, 1771, 1" rallier, p. 607. 
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a une limite inférieure à Punilé. Mais, dans ce même intervalle, 
chacun des termes de la série peut être regardé comme la somme 
d'une série absolument convergente, car 

u^, =z xP-^ ct^t*-^ x^p -h x^P -+-...; 

si Ton représente par S la somme de la série de Lambert, on peut 
donp la mettre sous la forme 



S = X -\- X'^ -\- X^ -{- X^ -^ X^ -Jr X^ -\- , . 



■ x^- 

■ o - 

■ o - 






or, x" ne figure dans Up que si n est divisible par/?, par consé- 
quent, si Ton représente par 0(/?) le nombre des diviseurs de /i, 
comme la série positive de terme général 

\xP\ ->r\x^P\ -h I ar»P| -4-... 



est convergente, on a x 

/ i- / ? S 

S = 3:0(1) -4- a?«6(a> -h a:50(3) -H j:*6(4) -+-. . . ; 

.) - ■ ■ ^ . ' • V '\'^ ' . ' ' ' ". * ' "* 

le coefficient de œ" est égal ou supérieur à 2 suivant que n est 

premier ou ne Test pas. Cette propriété singulière de la série de 
Lambert renferme le principe d'une représentation générale des 
nombres premiers. En effet, si l'on pouvait calculer l'expression 
de S, on en déduirait, comme on le verra plus tard, par des déri- 
vations successives, celle du coefficient de x"; en écrivant alors 
que ce coefficient est égal à 2, on aurait la loi des nombres pre- 
miers. Ce problème présente les plus grandes difficultés; malgré 
les efforts de nombreux analystes, il est resté jusqu'à présent en- 
veloppé d'un impénétrable mystère (*). .^ 



^-^ 



//r 



tr.C 



l'- 



if 



ru 



(•) Voir divers articles de Brocard : Sur la fréquence et la totalité des nombres 
I premiers, publiés dans la Nouvelle Correspondance mathématique, t. V, 1879 
et t. VI, 1880. 



r. 



/^ I 
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Si Ton met la somme de la série de Lambert sous la forme 

S = X -f- ar* -h x^ H- ar* -+-... -f- x» -t- .. . 
x^ -\- x^ -+- :r« -f- X» -f- . . . -h x*" -+-... 

X' -h X* -+- X» H-X»* -h. . .-hX"»-t-. . . • 



ar/i -4_ x'" -J- x'" + x^" -f- . . . -f- x"' - 



en appliquanl la transformation de Clausen, on obtient 



c'est-à-dire 



" I — X» ' 



la série de Lambert est donc équivalente à la suivante 

I -4- X I -f- X* ^ I -^ x' „ 

S = X H X* H X» -4- ... ; 

I X I X* I — X* 

c'est la série de Clausen (*); elle présente l'avantage d'être beau- 
coup plus rapidement convergente. 

On peut établir directement que la série de Clausen a la même 
somme que la série de Lambert (*). En effet, si Ton considère la 
série auxiliaire 

X^ X» 



T = 



I — X* I — x' 



absolument convergente pour les valeurs de x intérieures à l'in- 
tervalle ( — i,-f-i), dans ce même intervalle, chacun de ses termes 
peut être regardé comme la somme d'une série absolument con- 
vergente, car 

Wp= x/'f H-x/''/>-^*J-f-x/'</'-^*'-+-. . . ; 

CD voit que x'* ne figure dans Up que si n est de la forme n =. pq 
avec la condition q^p^ donc p doit être un diviseur de n satis- 
faisant à rinégalité — ^/?, d'où p^\/n. D'ailleurs la série positive 



(•) Journal fur die reine und angenandie Mathematik, t. lîî, iRj8, p. 95. 
<*) Cette démonstration est due à Catalan, Aouveltc Correspondance mathé- 
matique, t. VI, 1880, p. :)53-i55. 



'-*/ <c 
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de Icrme général 

I xPP I 4- I xP^P-^^^ I -H ( xP^P^^' I -H . . . 

est convergente; par suite, lorsque l'on somme les colonnes du 
tableau formé par les développements de W|, Mj, . . ., //^, • . ., le 
coefficient de x" est le nombre des diviseurs de n non supérieurs 

à y//e; ce nombre est égal à - 6(n) ou à -[O(^) — ij 4- i suivant 

que n n'est pas carré parfait ou est carré parfait ; on le constate sans 
peine en observant simplement qu'à tout diviseur de n inférieur 
à y^ correspond un diviseur supérieur à y//î. Ainsi 

T = -! [:rO(i)-+-a:«0(-2)4-ar»0(3)-4-...]-*- ;!-(ar 4- ar^H- x«-+-. . .). 

c'est-à-dire 






i - 



X 



ou 



V^ r- I 

_ ^ I -h; 
~ 2^ I — : 



n - * 



Multiplication des séries. — Théorème. — 5/ deux séries con- 
Kergentes ont respectivement pour terme général Un et i'„, la 
série de terme général 



iVn = Ui Vn -+- Ut Vn-l 4- . . . + W« fi 

est convergente et a pour somme le produit des sommes des 
deux séries, pourvu que l'une d'elles soit absolument conver- 
gente. 

En effet, soient U„, ¥„ et W,/ les sommes des n premiers termes 
des trois séries considérées; U, V les limites de U,,, V,, ; A la 
somme de la série des valeurs absolues des termes de la première 
série supposée absolument convergente, et B une constante supé- 
rieure aux valeurs absolues des sommes 

en désignant par o- un nombre positif arbitrairement petit, d'après 
les hypothèses, on peut déterminer un même entier m tel que l'on 
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cette double inégalité, vérifiée à partir de n = 2ni, exprime que 
W„ a pour limite UV. 

Le théorème précédent a été démontré pour la première fois 
par Cauchy (<) dans le cas où les deux séries sont absolument 
convergentes; Merlens (2) a fait voir qu'il subsiste en supposant 
seulement Tune des deux séries absolument convergente. 

Si les deux séries de terme général ii„ et r,i sont absolument 
convergentes, il en est de môme de la série de terme général cv„; 
car, en appelant a^ et ^„ les valeurs absolues de Un et r,,, les séries 
de terme général a,, et (3^ étant convergentes par hypothèse, il en 
est de même de la série de terme général 

7/1= «!?«-+- ajP«-i -+-... -h a„p,, 
et comme on a 

on en conclut que la série de terme général (v,i est absolument 
convergente. D'ailleurs, dans ce cas particulier, il est facile de 
vérifier le théorème de la niulliplicalion des séries en considérant 
le tableau 

UiVi-h UiVf-h Ml t>3 -h Mi i>4 -i- . . . 

-h a, Pl -f- Mj i>, -h Mj Ps -h . . . 

H- M3 t'i -H Mj Pj -h . . . 



il suffit d'égaler la somme des lignes à celle des colonnes. 



(•) Cours d* Analyse de l'École royale polytechnique {Œuvres complètes, 
2* série, t. III, p. i32-i35. ) 

(*) Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. LXXÎX, 1876, 
p. 183-184. La démonstration que nous donnons est empruntée à E. Pruvost et 
D. PiÉRON, Leçons d'Algèbre, t. I, p. 329-330. ^^^^^^ ^ ^ ^^ 
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EXERCICES. 

i" Soient a« le terme général d'une série convergente et «« un nombre 
positif croissant avec n et augmentant au delà de toute limite; si l'on 
pose 

5,1= aiUi-hOfUt-h. ..-i-«nWrt, 

le rapport — ^ tend vers zéro pour /i = oo. 

Kroxecker. 
2" La série 

ai <7{ rtj 



où ai, ai, ..., a» désignent des nombres positifs, est convergente. 

H. Lacrent. 
V Si dans la série positive 

Ml H- M,-H Mj-h. . . 

chaque terme est moindre que le précédent, celte série est convergente 
ou divergente en même temps que la suivante 

Ml -h 2 M, 4- 4 Mi -f- 8 Mg -H 

Cauciiy. 

4® Une série positive de terme général m,, est convergente si, a„ étant 
une fonction positive de n, la relation 

W/n-i \ <//|_^-l / 

est vérifiée à partir d'une certaine valeur de n. 

GiL'DICE. 

5" La série 

a -^ c (a -f- c)(aa -h c) (a -+- c). . .(/la -•- c) 

6h-c (6 -+- c)(-2 6 -hc) "* (6-+- c). . .( /i6 -+-c) 

dans laquelle les nombres a, b, c sont positifs est convergente pour a < ù 
et divergente pour a^b. 

Catalan. 
6* Si la série positive 

I I I 

1 h. ..H H... 

a, a, an 

esl divergente, Sn désignant la somme de ses n premiers termes, faire \oir 
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que la série 

I I I 

7, H 7, -H... H â •^••• 



est convergente pour/?>i et divergente pour/?^i. 
7" La série 



Abei.. 



a:-f-3 (a?-h 3)(a7 4- 5) (a: -h 3)(a: -+- 5)(d: -4- 7) 

où ar n'est pas un entier impair négatif, est convergente et a pour somme x, 

Sarriîs. 
8" Étudier la série 

^ -h c (h -^ c)(b -^ 2c) (b -h c). , .(b -\- ne) 

a-\-c {a -h c){a-i-'?.c) '" (a -+- c). . .(a -+- ne) 

et la sommer lorsqu'elle est convergente. 

Catalan. 

9® La série 

^n — /rt -4- ^a — /a -h ... , 

où a désigne une constante positive, est-elle convergente? Quelle est la 
nature de sa somme? 
Étudier la série 

(v^ — V^a) -f- (v^a — v^a) -+-... . 

L\GUERRE. 

10" Démontrer que si la valeur absolue du nombre q est inférieure à 
Tunité, on a 



I -+- y* I -H <7^ I -+- 7« I — q I — </* 1 — y* 

! '- H -^— - -h...= '- '—r H ^ 7— ..•■ 

1-4-7 I -t- <y3 14-7* 1 — «y I — y* 1 — q^ 

Jacobi. 
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m. 

SÉRIES A TERMES VARIABLES. 



Soit 

Wl-H Wj-H. ..-4- Wrt-f-..., 

une série dont les termes sont des fonctions continues, ou discon- 
tinues mais finies, d'une variable x et, de plus, convergente pour 
toutes les valeurs de x appartenant à un inlervalJe^a, 6) y com- 
pris a et b\ alors, o- désignant un^nombre positif arbitrairement 
petit, pour chacune de ces valeurs de x on peut déterminer un 
entier positif ni tel que, à partir de /i = m, le reste R«(x) satis- 
fasse à la double inégalité 

-j<R„(x)<cr; 

rentier ni dépend d'ailleurs de o- et de la valeur de x choisie; dans 
le cas où il est indépendant de la variable, c'est-à-dire lorsque, 
Pir/o rPOu^QUig^ les vale urs de ^| appartenant à Tintervall e (a, b) y 
nT''*^<^ compris a et b^ on peut déterminer Snj^me ent ier mj tel que, à 
partir de n = m, la double inégalité précédente soit vérifiée, on 
dit que la série est uni form é ment convergente dans Vinter- '^jjr ., .^^y^ 
valle (a, 6). Dans une telle série, l'approximation finit par devenir ' 
indépendante de la valeur de orque l'on considère dans l'intervalle 
(rt, b)y puisque, quand on calcule la somme des n premiers termes, 
n étant égal ou supérieur à /??, le reste est inférieur à o-, quel que 
soit X dans cet intervalle ('). 



(') Celte définition de la convergence uniforme est celle adoptée par la plu- 
part des analystes contemporains et notamment par Heine, Wcierstrass, J. Tan- 
ncry, Jordan, Picard, etc. Cependant Darboux et Diiii ont préféré choisir une 
définition un peu plus générale bien que moins naturelle. — ^b/^ Jules Tanneuy, 
Introduction à ta théorie des fonctions d'une variable, p. i33-i34. 
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Soil, par eicniple, la série 



T X 



considérée par Paul du Bois-Reymond (*); on a 



d'où 



(n — I j^ H- i)(/ix-+-i) /i — ix-hi /ix-i-i 
S«(.r) = i -^. 



La série esl convergenle pour toute valeur de x appartenant à 
rintervalle (o, a\ en désignant par a un nombre positif; en eflfet, 
elle a pour somme zéro pour x =: o, et l'unité pour toute autre 
valeur positive de x ; dans ce dernier cas le reste a pour expression 



«-('> = ;ri:^.= 



pour j:= -» quelque grand que soil /i, ce reste se réduit à -; 

on ne peut donc pas déterminer un même entier m tel que, à partir 
de /i = /II, pour touies les valeurs de x appartenant à Fintervalle 
\o^d\^ le reste soit inférieur à un nombre positif arbitrairement 
petit; par suite, la série n^est paj uniformément convergente dans 
cet intervalle, bien qu'elle soil convergente pour toutes les valeurs 
de -r qui y sont comprises. Au contraire, dans un intervalle («, 6), ^ <'# 
on a toujours 



et si l'on détermine //i de manière que, pour /i = /ii, la fraction 

soil moindre qu\in nombre positif t arbitrairement petit, 

pour toute valeur de n égale ou supérieure à /ii, le reste R/,(x) 
sera inférieur à 7, quelle que soit la valeur de x dans Tintervalie 
(rt, 6); la série est donc uniformément convergente dans cet 
inler\alle. 

\jà notion délicate de convergence uniforme est récente; elle a 



(') Antriltipro^ramm. p. 7'». 
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élé formulée d^abord par Slokes (*) el Seidel (-), puis par 
Cauchj ('); mais ce sont les travaux de WeJerslrass, Thomé, 
Heine qui en ont révélé l'iraportance (*). 

Théorème. — Une série dont les termes sont fonctions d'une 
variable x est absolument et uniformément convergente dans 
un intervalle («, b) quand, pour toutes les valeurs de x ap- 
partenant à cet intervalle, les valeurs absolues de ses termes 
sont inférieures ou égales aux termes correspondants d\ine 
série positive convergente à termes constants. 

Il est d'abord évident que la série à termes variables est absolu- 
ment convergente dans Tintervalle («, b)\ car, si Un est son terme 
général, la série des valeurs absolues 

|ai|-|-|Mj|-h...-h|Wn|-*-... 

converge pour toute valeur de x appartenant à cet inlervalle, ses 
termes y étant, d'après l'énoncé, inférieurs ou égaux aux. termes 
correspondants d'une série positive convergente. 

Soit maintenant T^ la somme des n premiers termes de la série 
positive à termes constants; on a 

I Un-^\ ! -4- I W/t-hî I -f- ... -H I Un^p \ = ^ n-k-p— T„. 

Or, 0- désignant un nombre positif arbitrairement petit, si Ton dé- 
termine un entier m tel que, à partir de /i = m, on ait 

t n-^p — t /i \ 7" ' 

il en résulte, à plus forte raison, 

I Ua-^x -r- M,n-t 4- ... -4- Un-^p ! < " ' 



(*) Transactions of tke Cambridge p/iiiosophical Society, t. VIII, 1849, 
p. 533-583. Le Mémoire de Slokes date de iK'17. 

(*) Abhandlttngen der malkeniatisch-physikalischen Classe der koniglich 
bayerischen Akademie der Wissenschaften, t. V. iH'17, p. 379-394 • 

(*) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l' Académie des Sciences. 

t. xxwi, i8:)3, p. 454-1.'')9. 

(*) Voir Journal fiir die reine und angewandie Malhematik, i8ô(», i. ÏAVI, 
p. 33',, et t. LWI, 1S70, p. r>.). 
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c'esl-à-dire, Rw(j?) élant le reste de la série à termes variables li- 
mité à son n'**"*^ terme, 



- ^ < R„(x) - Ki-^p(x) < ^ ; 



mais, pour toute valeur de x appartenant à l'intervalle (a, 6), on 
peut prendre/? suffisamment grand pour que, à partir de /i = m, 
la double inégalité 

soit satisfaite, puisque la série à termes variables est convergente; 
on en déduit 

— cr<R;,(T)<a, 

et cette double inégalité étant vérifiée, à partir de n = m, quelle 
que soit la valeur de x appartenant à l'intervalle («, b), on en con- 
clut que la série à termes variables est uniformément convergente 
dans cet intervalle. 

Le théorème précédent, attribué à Weierstrass (*), permet de 
reconnaître facilement si une série est en même temps absolument 
et uniformément convergente; celte dernière propriété est, d'ail- 
leurs, généralement impossible a constater directement, car l'étude 
du reste est presque toujours impraticable. 

Ainsi, X désignant une variable positive non nulle, la série 

K(t) K('>.t) Kinx) 

ai- hrtî- ,..-\-an- h..., 

X àx nx 

dont les termes sont des fonctions discontinues de x pour les va- 
leurs entières de cette variable, est uniformément convergente dans 
tout intervalle, si la série 

est absolument convergente (^). 



(') Voir Mathcnuttisrhe Werkc. p. 202, et Dulletin des Sciences mathéma' 
tû/ues et astronofm'f/ucs. 2* >viu\ t. V, iSHi, p. i58, en note. 

(-) <.i. I».\uin>rx, Ah'fHtjîre sur ies fonctions discontinues dans les AHi 
M'icnti/it/tu's de i'/.ifde lunnudc supérieure, 1* srnc, t. IV, 1875, p. 80. 
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Théorème. — Une série f{x) dont les termes sont fonctions 
continues (Vune variable x dans un interKcdle (a^ b) et qui est 
un ij orme ment convergente dans cet intervalle a pour somme 
une fonction continue de la variable dans le même intervalle. 

En cflel, soil 

pour deux valeurs x et Xo de la variable inl(^ricures à Tintervalle 
(<7, b), on a 

Or la série considérée est uniformément convergente dans Tin- 
tervalle (flr, 6), on peut donc, si petit que soit le nombre positifs, 
délerminer un entier positif m tel que, j)our n = m, et quels 
que soie:it x et Xq dans l'intervalle {a, b)^ les doubles inégalités 

- ^ < H//i(^)< .j» 

soient vérifiées; d'autre part, S,i,(jr), somme de fonctions con- 
tinues dans rinicrvalle (^, 6), est elle-même continue dans cer. 
intervalle; on peut alors délerminer un nombre positif p loi que, 
X variant dans l'intervalle {x^ — p, Xo4- o), on ait 

— :: < S,;|(>)— S,;i(.r„) < - ; 

en ajoutant les trois doubles inégalités précédentes après avoir 
changé les signes de la première, on voit que, pour toutes les 
valeurs de x vérifiant la double inégalité 

— P < J^ — ^0 < p, 

on a 

-cr</(.r)-/(^u)<7; 

la fonction f{x) est donc continue pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et />; de plus, d'après les hy|)otlièses faites sur 
Sn,{x) et Km{x), on reconnaît sans peine que/(.r) est continue à 
droite pour x = a et continue à gauche pour x = />, par suite, la 
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somme de la série considérée est contiauc dans rînlcrvalle (a, b). 
x^ La réciproque du théorème précédent n'est pas exacte. La 
somme d'une série dont les termes sont fonctions continues d'une 
variable peut être continue sans que la série soit uniformément 
convergente. Soit, par exemple, la série suivante indiquée par 
Cantor 






la somme de cetle série j est continue, même pour j; = o, et 

cependant la série n'est pas uniformément convergente dans un 
intervalle comprenant zéro, car le reste 

'^ ' I-+-(/l -Hl)*5~* 

se réduisant à - pour x = > si grand que soit /i, on ne peut 

pas déterminer un ent ier positif m tel que, à partir de n = m, ce 
reste devienne en valeur absolue arbitrairement petit, quel que 
soit X dans l'intervalle considéré. 

Séries entières. 

Une série entière est une série de la forme 

«0 -+- ai j: -+- a j ^' -h . . . -f- rt/t 37" -h . . . , 

les coefficients «o» ^^n ^^a? • • •-• ^/it • • • étant des constantes. 

Les séries entières jouissent de propriétés analogues à celles des 
polynômes entiers; aussi, elles ont une importance capitale en Ana- 
lyse. On est mém# parvenu, à l'exemple de Lagrange (*), à fonder 
toute la théorie des fonctions sur la considération de ces séries (2). 

Théorème. — Une série entière dont les termes restent finis 
pour xz=zXq est absolument et uniformément convergente 



(* ) Théorie des fonctions analytiques {Œuvres de Lagrange^ t. IX). 
(^) Cii. iMÉRAT, Leçons nouvelles sur V Analyse infinitésimale et ses applica- 
tions géométriques. . , ' ^t f- u ^^, 
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dans tout intervalle ( — a, +a) dont la limite a est inférieure 
à Xo en valeur absolue. 

Soit 

une série entière; si les termes de cette série restent finis pour 
X = Xo, on peut déterminer une constante positive A supérieure 
à leurs valeurs absolues; par suite, en supposant la valeur ab- 
solue de X au plus égale à celle de a, on a ^* .^ / ., 



j ^0 



«^' 



ainsi, dans l'intervalle ( — a, -h a), les valeurs absolues des termes 
de la série entière sont inférieures aux termes correspondants 
d^ine progression positive convergente, elle est donc absolument 
et uniformément convergente dans cet intervalle (p. 63). 

Théorème d'Abel. — Une série entière convergente pour 
une valeur positive Xq de x est absolument convergente pour 
toutss les valeurs de x vérifiant la double inégalité 

-— a^o < a? < To, 

et uniformément convergente pour toutes les valeurs de x telles 
que l'on ait 

aTo <C ^ ^ ^Q- 

Soit 

une série entière; si elle est convergente pour :r = Xq^ ses termes, à 
partird'un certain rang, tendent vers zéro, ils restent donc finis et, 
d'après le théorème précédent, la série est absolument et uniformé- 
ment convergente pour toutes les valeurs de x intérieures à Tinter- 
valle ( — Xq^ +^o)- Il s'agit maintenant de prouver que la con- 
vergence uniforme s'étend jusqu'à la limite Xq de l'intervalle; or, 
il suffit, pour l'établir, de démontrer que la série est uniformé- 
ment convergente dans l'intervalle (o, Xq)- Soit alors x=^XQt\ 
quand x varie de o à Xq^ la nouvelle variable t varie de o à i, on 
est donc ramené à étudier dane l'intervalle (o,i) la série 

^0 -+- ^i^-+-^2^* -^-...-^ ^«^" -4-..., 



68 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

OÙ bn est égal à anX^] si l'on représente par Rrt(/) le reste limité 
au /i'*"^ terme, comme la série est convergente pour / = i, en 
désignant par c un nombre positif arbitrairement petit, on peut 
déterminer un entier m tel que, à partir de n = m^ on ait 

-^<R„(.)<^'. 

d'où, à plus forte* raison, quel que soit/?, 

et, par suite, 



'1 4 



en posant 

^/i = ^/i -+- ^/n-i -+-... -4- 6rt+-p_i ; 
d'ailleurs v 

c'est-à-dire 

égalité dont le second membre peut se mettre sous la forme 

/« [5, (, — /) _+. 5,( « — /s ) -f- . . . -f- 5p-, ( tP-'i — tP-^ ) -4- Sf, tP-i]. 

Les coefficients des sommes 5|, 5^, ..., jJ;, sont positifs ou nuls; 
d'autre part, ces sommes sont toutes comprises enlre et -, 

en les remplaçant d'abord par -, puis par > on obtient 

-^/'•<R/.(o-n„^,,(/)<^/«, 

d'où, à plus forte raison, 

mais, pour toule valeur de t appartenant à Tintervalle (o, i), on 
peut prendre p suffisammenl grand pour que, à partir de n = ///, 
la double inégalité 
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soit salisfaile, puisque la série entière en t est convergente; on en 
déduit 

-(T<R«(0<<I, 

et celte double inégalité étant vérifiée, à partir de /i == m, quelle 
que soit la valeur de t appartenant à Tintervalle (o, i), la série 
entière en t est uniformément convergente dans cet intervalle; 
la série entière en x est donc uniformément convergente pour 
toutes les valeurs de x telles que Ton ait 

On en conclut que, pour toutes ces valeurs, la somme f{x) de la 
série est continue, puisque ses termes sont des fonctions conti- 
nues (p. 65); par suite, six lendvers Xq^ la fonction f[x) a pour 
limite la somme de la série pour x = Xq. 

Le théorème fondamental qui précède a été donné par Abel 

dans son célèbre Mémoire intitulé : Reclierclies sur la série 

m^ m(;>.-,) ^ ».(m-.)(m-.) ^3 ,^ j^_ 

I 1.2 I.'2.i ^ ^^ 

monstration que nous venons d'exposer est due à Lejeune 
Dirichlet(*). 

Il ne faudrait point croire qu'une série entière convergente 
pour X = Xq^ l'est nécessairement aussi pour x= — Xq] par 
exemple, la série 

X .T* X^ 

I 2 3 

convergente pour x = i, ne l'est plus pour x = — i ; en outre, 
celte série entière, bien (jue convergente pour j; = i , n'est pas 
absolument convergente pour cette valeur. 

Théorème. — Deux séries entières qui ont même somme 
dans un intervalle ( — «, -r-a) sont identiques. 

Soient 

aQ-i-aiX-haiX^-r-.. .-+- a,, j^" -»-... , 

I/o -^ àiX -\- ()iX' -T-. . .-7- OnX" -+-..., 



(*) Œuvres complètes^ éd. L. Sylow et S. Lie, l. I, p. 223. 
(•) Journal de Matlieniatiqucs pures et appliquées, 2' série, l. VII, iSOi, 
p. 253-2Ô5. 
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deux séries entières qui ont la même somme /(x) dans un inter- 
valle ( — ûr, -f- a); la série 

«0 — ^0 -H ( ûf I — - ^1 ) J7 -H . . . -+- ( a« — 6rt )xf* -i- . . . 

a une somme nulle pour toutes les valeurs de x intérieures à Tin- 

lervalle ( — a,-+-«) et en particulier pour j: = o, par suite la 

difTérence Gq — bo est nulle; la série peut alors se mettre sous la 

forme 

x[ai— ùt-^ g{x)], 

en posant 

^(ar) = (cï,— ^»,)x-h («3— 6,)x» -+-...; 

la fonction g{jc) s*annule pour or = o et, comme elle est continue 
pour cette valeur de la variable, o- désignant un nombre positif 
arbitrairement petit, on peut déterminer un nombre positif p tel 
que, pour toutes les valeurs de x vérifiant la double inégalité 

— p < X < p, 
on ait 

— ^<é^{^)< ^; 

or, si la différence a^ — b^ n'était pas nulle, en prenant pour o- 
qui est arbitraire la valeur absolue de cette différence, il sVnsui- 
vraitque l'expression 

ne serait pas nulle pour toutes les valeurs de x^ autres que zéro, 
comprises entre — p cl 4- p; par conséquent, on ne peut supposer la 
différence «i — 6| différente de zéro, elle est donc nulle et, si l'on 
continuait le même raisonnement, on démontrerait qu'il en est de 
même de toutes les différences suivantes ; de là résulte l'identité 
des deux séries. 

Rayon de conTergenoe. — Une série entière est toujours con- 
vergente pour x = o; si elle n'est pas convergente pour x= p^ 
quelque petit que soit le nombre positif p, il n'y a aucune valeur de x 
non nulle qui la rende convergente et Ton dit qu'elle a un rayon 
de convergence nul. Lorsqu'il n'en est pas ainsi, on considère 
i partir de zéro les valeurs positives croissantes de x pour les- 
4 h série est convergente; ou bien, ces valeurs augmentent 
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à l'infini et, la série étant convergente pour toute valeur de x, on 
dit qu'elle a un rayon de convergence infini; ou bien, ces va- 
leurs demeurant finies, on peut toujours trouver une constante à 
laquelle elles restent toutes inférieures; comme elles sont crois- , 
santés, elles ont donc une limite R et alors, la série étant conver- 
gente pour toutes les valeurs de x intérieures à l'intervalle 
( — R, -f-R) et ne l'étant pas pour toutes les valeurs de x exté- 
rieures, on dit qu'elle a un rayon de convergence égal à R; elle 
est d'ailleurs convergente ou non pour a: = iii R (*). 

La règle de d'Alembert, ou celle de Cauchy, permet souvent de 
déterminer le rajon R. En eflet, la»valeur absolue de — ^^ ou de sja,i 
a généralement une limite X pour /i=oo; dans ce cas, la série 
entière est convergente à l'intérieur de l'intervalle ( — T' "^ t) 
et ne Test pas pour les valeurs de x extérieures à cet intervalle, 
car si la valeur absolue de x est supérieure à ry les termes finissent 
par augmenter indéfiniment en valeur absolue; la série est d'ail- 
leurs convergente ou non pour x = db r > on a donc 

»=■. 

Intervalle de conTergenoe ]J intervalle de convergence 

d'une série entière est rinteryaHe ( — R, H- R) déterminé par son 
rajon de convergence R. 

Dans tout intervalle (a, b) compris dans son intervalle de con- 
vergence, une série entière est absolument et uniformément con- 
vergente, sa somme est continue et ne change pas quand on inter- 
vertit l'ordre des termes. 

Quand pour les limites -+- R et — R la série est convergente, 
alors elle est uniformément convergente dans l'inlervalle( — R,-|-R) 
et sa somme y est continue, mais elle n'est pas nécessairement 
absolument convergente pour x = dt R ; par suite, pour ces valeurs 
de la variable, la somme peut varier si Ton modifie la disposition 
des termes. 

( ') La notion de rayon de convergence est duc à Caucliv. 
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Fonction transcendante entière. — On appelle fonction Irans- 
cendantc entière toule fonctioa transcendante définie par une 
série enlière de rayon de convergence non nul. 

Séries dérivées. — Soit 

une série enlière; les séries 

f'(x)= lai H- ia^a: -h 3a3a7*-4- . . .-H /ia«a:»-* -+-. . ., 
fi^x)— i.îajH- i,Za^x ->r . , ,-it- n{n — 1)0^ a;'*-* -4-, . ., 
• î 

formées au movcn des dérivées premières puis des dérivées 
secondes . . . des termes de la série primitive f{x), sont dites 
les séries dérivées Ae f[x), 

ïiiÉoRt:ME. — Une série entière et ses séries dérivées ont 
même rayon de convergence. 

Soient 

f{T) =. ao-+- aix -f- a^x"^-^ . . .4- anX"-h. . . 

une série entière de rayon de convergence non nul R, et x 
une valeur quelconque de la variable intérieure à rinlervalle 
( — R, 4- R); si Xo est un nombre positif supérieur à la valeur 
absolue de x et moindre que R, la série étant convergente lorsque 
la variable est égale à Xq^ on peut déterminer une constante po- 
sitive A supérieure aux valeurs absolues des termes pour cette 
valeur de la variable; on a, par suite, 



rft — l 



A 

I • :: n -- 



et Ton en conclut que la série dérivée est convergente pour toute 
valeur de x intérieure a rinlervalle ( — R, -\- R). iille ne l'est pas, 
au contraire, pour toute valeur de x extérieure à cet intervalle; 
en elFel, dès que n dépasse le plus grand entier contenu dans |j;|, 
rinégalilé 

se trouve vérifiée; ainsi, (|uand le terme général de la série dérivée 
tend vers zéro, il en esl ilc même, à plus forte raison, du terme 
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Irairement petit, on peut déterminer un même entier m tel que, 
pour n = m, on ait 

et aussi, S',n{x) étant la somme des m premiers termes de /' (j:), 
-5<S'^(^o)-/'(^o)<5; 

d'autre part, on peut déterminer un nombre positif p tel que, 
X variant dans l'intervalle {xq — 0,0^0 H- p), on ait 

— 5 "^ 1: — z ^mV^o; <*. ô> 

si Ton ajoute ces doubles inégalités, on voil que, pour toutes les 
valeurs de ;r vérifiant la double inégalité 

— p <a7 — Xo <p, 
on a 

X ^~' Xq 

La dérivée de / {x) pour x = Xq est Aonc f [xq). 

Ainsi, à l'intérieur de son intervalle de convergence, une série 
entière a pour dérivée sa série dérivée et, comme on peut raisonner 
sur cette dernière série de la même manière que sur la série pri- 
mitive, on en conclut qu'une série entière est indéfiniment déri- 
vable à l'intérieur de son intervalle de convergence, ses séries 
dérivées y représentant ses dérivées successives. 

Application. Équation différentielle linéaire du second ordre. — 
Une équation diflercnlielle linéaire du second ordre est une rela- 
tion telle que 

où figurent une fonction y de la variable x et les deux premières 
dérivées dey par rapport à x. 

Nous allons démontrer que si les coefficients /(x) ct^(x) sont 
développables en séries entières convergentes 

/(x)= Uo-^- aix-hatx^-h, . ,-+- anX^ -^. . ., 
g{x)= bo-h bix -+- bfX^-^., .-+- 6nJ:«-h. . ., 
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Téquation difTérentielle peut être vérifiée idenliquemenl par une 
série enlière de la forme 

les deux constantes Xo et )v| étant arbitraires; nous établirons en- 
suite t|ue la série précédente converge à l'intérieur de l'intervalle 
( — 1 , -h I ), lorsque les séries f{x) et g{x) sont supposées abso- 
lument convergentes pour x =±: i , condition toujours réalisable 
au mojen d'un changement de variable. 

Si Ton prend d'abord les dérivées première et seconde de la 
série j>', puisque Ton substitue dans Téquation différentielle, ou 
obtient, en annulant les coefiicients des puissances de x, 

i.'iXj-j- rtoX| -+- 60X0=0, 

•2.3Xj-h 2rtoX,-h(rt|-h 6o)X|-4- 6|Xo = o, 



/H/i — I )X„-h( /i — i)aoX„>,-î-[(n — '>)fiy-\- 6o|X«_j-h. . . 

-r-(rtrt_j-r-6«-3)X,H- 6;,-,Xo^O, 



ces équations déterminent successivement Aa, Aj, ..., )>„, ... en 
ronction des constantes arbitraires Aq et À|- H reste maintenant à 
prouver <|ue la série de terme général )viJ^" est convergente à 
rintérieur de Tintervalle ( — 1, -hi); or, soient a et 6 deux 
nombres positifs respectivement supérieurs aux sommes des séries 
positives convergentes 

! cio I -h ; «1 1 -f- 1 «1 i -+- . . . -T- : a« ; — . . . , 

1 60 i -+- 1 ^i ' -H 1 6î ; H- . . . — : 6„ I ^ . . . , 

CD a nécessairement 

soient, de plus, Ao et A| deux nombres positifs égaux ou supérieurs 
. valeurs absolues de âq et Â| , si Ton considère les équations 



.mAts=aA|H-6Ao, 

I At Œ «a At -H ( rt -h 6 ) A| -4- /> Ao, 

— \yn — '\)a — h\ \n-i -...— (« — h )A| -i- 6 Ao= < 
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on voîl sans peine que ces équations déterminent des nombres 
A2, A3, . . ., A„, . . . tous positifs et tels que l'on ait 

An>|X„|: 

mais la relation qui détermine A„ peut s'écrire 

(n — i)/iA„ 

= a[(n - i)A|,_,-H(/i — •2)\„_î-r-. . .-f- A,l-4-A(A„_,H- .\«_3-h. ..H-Ao), 

en changeant n en n — i , on trouve 

(/l — 2)(/l — i)A„_, 

= a[(/i — •2)A«_,-r-(/i — 3)A«_3-i-...-f- A, l-h6(A„_3 -h A«_v -*-...-+- Ao), 

et si Ton retranche cette équation de la précédente, on obtient 

(n — i)/iA„= (n — i)(a -^ n — •i)\„^i-^ h\„^f. 

Il suffit donc de prendre a supérieur à 2 pour que A,, soit supé- 
rieur à A„_| ; or 



/i-î 



A„_i _ f^ h \ 

\„ ~~ a -T- n — •>. {n — i ) { a -h n - ■• >. ) A,, 

et puisqtie le rapport -y^ est moindre que l'unité, il en résulte 
que, pour n = oc, la limite de —p^ est Tu ni lé; nar suile, sir est 
un nombre posilif inférieur à i, la série positive 
Ao -t- A 1 / -4- Aj r' -h . . . 4- A„ /•« -H . . . 
est convergente; il en est donc de même de la série entière 

pour toutes les valeurs de x intérieures à Tinlervalle ( — i, -f- i). 

Si l'on se reporte aux équations qui permettent de déterminer 

les coefficients Ao, ^, • . ., Xi-, . . ., o" constate que la valeur de A,* 

est de la forme 

Xrt= Xoa«-i- Xi 3„, 

en désignant par a,, et P„ des fonctions des coefficients «o» ^1 , • • • , 
bo.btj ... ; pour )h = o, Xo = i , on a X, = a„ ; de même X,, = ^fin 
pour Ao=<^7 /i=i; par suite, les séries 



V 
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sont coiivcrgcnlos pour toutes les valeurs de x intérieures à Tin- 
lervallc ( — i , -f- 1) et la forme {;t'nérale des solutions de Téquation 
diflerenticlle développables en séries entières est 

y = \^u — Xii'. 

Les mêmes raisonnements s^appliqueraient à une équation diffr- 
renlielle du n'*'"'' ordre 

d'* Y *l'* ^ y dy 

seulement les calculs seraient plus longs (*). 

Série binomiale. — On donne le nom de série binomialc à la 
série entière 

m m(m — i) . m(m — \),,.(m — /i-hi) 

"^ I I . i I . -2 . . . /l 

I dont le rayon de convergence est Tunité. Si Ton prend sa dérivée, 
on voit qu^elle vérifie la relation 

soit 

on trouve 

par suite 

d'où, A désignant une constante, 

jr= Iz: 

quand x s^annule, les deux fonctions jk et z se réduisent à Tunilé; 
la constante A est donc aussi égale à Tunité/et Ton a, pour toute 
valeur de JT comprise entre — i et + i et pour toute valeur ra- 
tionnelle de #n (^), « 

Il-: (l-h«)«=H XA ^ ^X«-r-..., — I<aT<|. 

J I 1.2 

^ Nom avoas adopté dans ce qui précède le mode d'exposition de Tanxkry 

K dau levn ÉiémÊnis d€ la théorie de$ Jonctions elliptiques. 1. 1 , p. «(-(-ofi. 

"^ M. GoMnmOT, Sur la formule du binôme duns Mathcsis, i* <ôrie. 
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Il reste à examiner le cas où la valeur absolue de x est égale à 
Funilé; si Ton pose alors 

on peul mettre la série binomiale sous la forme 

Y = a^^ a^x -^ ajar* — . . .-H (— i)'»a„ar«H-. . .. 

Lorsque n croît, les coefficients an finissent par avoir tous le même 

signe, car le rapport 

an n-M V r ^ 



!) 



tend vers l'unilé. 

Soit d^abord j: =r — i ; la série se réduit à 

ao-h ai-h. . ,-f-a„-h, . .f 
et la limite, pour /i = oc, de l'expression 

/ an \ __ (m -4-\)n 

\ftn-hl / ~ w — m 

est égale à m -i- i ; par suite, les termes finissant par être de même 
signe, pour m 4- I ^ 1 la série est convergente, tandis que pour 
m -^ i<^i elle ne Test pas; mais, dans le premier cas, d'après le 
théorème d'Abel, la limite de j^ pour x = — i est égale à la somme 
de la série pour x = — i ; on a donc 

m m(m — 1) , . m(ni — i)...(ni — n-+-i) 

1 1.2 ^ 1,1.,, a 

SoU maintenant x = -\-i', la série binomiale devient 

«0— «I H- «i — ...-»- (— O^Ort^-..., 

et, à partir d'un certain rang^ les termes sont alternativement po- 
sitifs et négatifs; si Ton suppose m -f- i ^o, leurs valeurs absolues 
né vont pas en décroissant, cat 

«« _ m H- 1 



4^ 



««-4-1 n ^ m 

^^ 

la série n'est donc pas convergente. Elle l'est, au contraire, pour 
m -\- 1^0; en effet, la relation précédente montre que, dans cette 
hypothèse, les valeurs absolues des termes finissent par décroître; 

^) Tac ^{' <■ vr'v .<-V f, s •■ ^^'' v'/ i'.'>f»f/t ' "i ' ■•• • , i* : u • cv 



' I « 



•■ / 



V 



j> 



< I , .1 |»lii -. fol r<- I ai-ori 



/// I / //Il //# — I 

I /•••Il I . 



/ » • 

// I // : i 



-- 1^ 



II' iiuiiiImi' /; n'Hl.inl lixr, jr otTiMnl iiirinhrr rl«î cr*ll(* irir;î;ilili"' 
ilnjt iill firl.'i fir liilltr lilllitr, (jlMlld // iiii;;inciilo iiHlrliniiiiciil , 
jiiir 'iiiilr ti,f ti'iifl vi'is y.rni. Si dniir on siippost; /// -^ i > o, on ii, 
|MMir lu iiii'iiir lainiiii i|iir |nvrri|riiiin('iil , 

m futfH II ///</;/ ~i )...(/;» — w i- O 

• "• I > ... }-..., //?-+-. I ":• o, 

I I . • I . 7. . . . /i 

l.'ii|i|»lii iilioii ili* lit rr^lr ilr (iiiiisN miMliiil iiniiKMJialnnrnl mix 

llll^llll'H l'I'NllittlIs. 

Si 1*1111 (.lit m i piii** /// ♦ on olillriit les développe- 

tni'iilHMii\,iii|<«, «riin iin;|m,. fivtniriil, 

vTr; . • ' , • , "l'.i.K.o/i-î. 

\ I » I r r' ... M — n' .r''-J-..., -i jt i. 

t • I •^. i.C)... »/i 

I I I . * . i.'î. I...I-J/* I » 

I .»• .r* ...» t — iT' . -j*"-t..., — I ^ .r I. 

^ I .1 » ».» i.l.li...»/! 

l.iirM|uo m v^\ rnlior, lo ilrvolopponienl osl H mité. vU on pn- 

»«iil .r » on In^uxo 

«f 

I I. ^ 

i|HP. I^« lomios t'*«]iiîili<(:in(s tlo< exlitiut-N 
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ont les mêmes coefficients, car le développement de (a-i-fc)"' 
doit être identique à celui de (6 -h a)"^. Tous les coefficients sont 
évidemment entiers. En changeant 6 en — 6, le développement 
devient 

I I.-2 ^ ^ 

Polynômes de Legendre. — Si Ton pose 

i 

^= , => 

^i — ^tx-ht^ 

on a 

l — ltT-i- t^ = l — t(2X — t), 

par suite 

r=n- -/(2ar— - f)H — L-.^i(2j? — 0*-+-- • • 
•Jt -2.4 ^ 

1 .3. 5, . ,(7.n — i) 

9-. 4. 6. ..2/1 ^ 

Soient r la valeur absolue de t, et p celle de x; lorsque Ton 
développe les parenthèses et que Ton effectue les multiplications, 
la série des valeurs absolues des termes ainsi obtenus devient, 
le groupement primitif étant rétabli, 

ï / V 1-3 ./ V. i.3.5...(2/i — i) ^, 

'2 ^ ^ ^ 14 ^ ^ 2. 4-6.. .2/1 ^ r / 

cette dernière série est le développement de 

1 

[i-r(2p-f-r)r«; 

elle est convergente pour 

r'-h 2p/* — I <o, 

ou 

r <^—p-\- /p* -+- 1 . 

La série considérée est alors absolument convergente pour 

et sa somme ne change pas quand on intervertit Tordre des termes. 
Or, si Ton ordonne par rapport aux puissances croissantes de /, le 

G. G 



f'"' n 



'^*" 
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coefficient de t" a pour expression 

i.3...(2/i — i) i.'K..<2/i — 3)x''-» i3,.,i'?.n — 5) X»-'' 

\n = ^ X^' 



i.'i...{n — 1) i \,?...,{n — i) 2.4 

1 .3...(2/i — 2/> — 1) r'*-^P 



■ (-■)"■ 



\. '!...{ n — ip) 'i.^S,,.-ip 



le dernier terme difTcrant suivant (|ue n est pair ou impair; le dé- 
veloppement de^ peut donc se mellre sous la forme 

^ = Xo-h X|/-t-\j/*-!-...-h X„r-^ 

Les coefficients des puissances successives de t sont les polynômes 
de Legendre ('). Ces fonctions se présentent dans la théorie de 
Tatlraction des corps sphériques et, pour cetle raison, Gauss(^) leur 
a donné le nom de fonctions sphcrif/tics, désignation qu'elles ont 
conservée en Allemagne; étudiées d'abord par Legendre dans ses 
lieclierchessur l\u traction des sphéroïdes homogènes ('), elles 
ont été depuis Tobjet de nombreux travaux (*). 

Le polynôme X« peut s'écrire 

1.3...C2/1— 1^ r n(n—\)r^-^ mn — \)(n—'X)(n—'\)x^-'* 

\n = r« -^- - -- - ... •— ... 

\.'>....n L '^" — * "^ yin — \)\^'in - o) -2. 4 

/i(/î — i)...?/i '>.n-^\) x»-^p 1 

_^_( — i)p 1 u. I 

(in—in-m — 'i)..,{-jLn — jp-i-n 'A4.(y,..'j.p *J* 



Mais 

1.3. >. . .f i>/i — O _ 'i/iC'^n — 1). . .f /i -f- 1) 
i.'jt.J.../i ~" à. . 1.6. . .'in ' 

en eflTet, en supposant ccUe identité vérifiée on constate aisément 
qu'elle subsiste lorsqu'on y remplace n par /i 4- i ; or elle a lieu 
pour /i = i, /i=a, ..., elle est donc générale. Par suite, le 



., > (■) On trouve le dcveloppcmenl préccdeot dans les travaux de Laplace et de 

( ?.t- *-'.• Legendre sur rattraction des sphéroïdes et la ri;;urc des planètes: Mémoire* de 

Mathématique et de Phyêique tirés des registres de l 'Académie royale des 
_. ' Sciences, 178a, p. i38, et 1784, p. 371. 

^-U(^^ -Ij (') Cari Friedrich Gauss Werke, t. VI, p. 6^8. 

{*) Mémudret de Mathématique et de Physique présentés à V Académie 
rqymië de$ SeieHces par divers savans, t. X, 1785, p. 411. Le Mémoire de Lc- 
IffO^ Mm qtte publié seulement en 1783, est d'une date antérieure à 1782. 
■^B. Ubixc, Handbuch der Kugelfunctionen. 
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terme en x'^'^p du produit a.4.6. . .2/iX„ a pour expression 

(an — I) (2/1 — 3). ..(•;►. /i — 2/>-f-i) -2.4.6. ..2/?' 

c'est-à-dire 

(— i)/»— ^ ^— ^^ ^ ^(2/1 — 2/))('2n — 2/? — i)...(/i — 2p-4-i)a:'»-«/', 

ou encore 



(-1)" 



1 . 2 . . ./> €/-r'* 



on en conclut que le produit 2. 4 «6. . .2n'X.n est la dérivée n*^" 
du polynôme 

71 (/i— i).'.(^n — />-f-i) . „ 

-H (—')''-- ^ -x^"-^P-h...; 

I.2.../> 

on a donc 

"""2. 4. 6... 2/1 dx'' ' *M 

formule remarquable due à Olinde Rodrigues (*). 

L'équation X„= o a ses // racines réelles, inégales et comprises 
entre — i et -i- i . En effet, soit 

5 = (a,J__,)/l; 

la fonction continue 5 a n racines égales à — i et n racines égales 
à 4- 1, par suite z' a /i — i racines égales à — i, n — i racines 
égales à + 1 et, d'après le théorème de RoUe, une racine «i com- 
prise entre — I et +1; il résulte de là que -s" a n — 2 racines 
égales à — i , n — 2 racines égales à -|- i et, d'après le théorème de 
Rolle, une racine 6| comprise entre — i et «i et une racine 62 
comprise entre ai et -f-i; en continuant toujours ainsi, on voit 
finalement que z^"\ et par suite X/,, a ses n racines réelles, inégales 
et comprises entre — i et -f- 1 (^). 



(*) Mémoire sur l'attraction des sphéroïdes, dans la Correspondance sur 
VÉcole royale polytechnique, t. III, irti4-i8i6, p. 36i-385. 

(') Ce résuliat a été trouvé par Lcgcndrc dans ses Recherches sur la figure 
des planètes ( Mémoires de Mathématique et de Physique tirés des registres 
de l'Académie royale des Sciences ^ 178'!. p. 374-375). 



i\ 



84 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

Trois polynômes consécutifs vérifient la relation d e récurrence 

(n -h I)X|,^.l— (2/1 -+-l)xXn'\- nXn^i = o, 

car en dérivant par rapport à ^ la fonction 



y = 



v/i — itx -+- 1^ 
on a 

(I — 2iar-f-r«)y-H(« — x)y = 0, 
c'est-à-dire 

-»-(« — j?)[Xo-+- X, < -4-. ..-+- X;,/'»^-. ..] = O, 

et si l'on annule le coefficient de /", on trouve immédiatement la 
relation à établir. 

Le poljnôme X« vérifie une équation différentielle linéaire du 
second ordre. Soit, en effet, 

on obtient en prenant la dérivée logarithmique 

z* _ inx 
z "~ a:* — I * 
OU 

z\x^ — 1)= inzx\ 

si maintenant on dérive (/ï -f- i) fois les deux membres de celte 
égalité, on trouve 

(ar«— i)^f'»-»-*'-l- 2X^t«-»-»'— n(/i -*- i)-2t«J= o, 
par suite 

{x^— I) X; -H 'ixX'n— n(n -*- i)X„ = o, 

c'est l'équation différentielle des polynômes de Legendre ( * ). 

Série hypergéométrique. — On donne le nom de série hyper- 
►'• géométrique à la série entière 

My.fy^r, ^ «(« 4- !)...(« H- n -1)30 + !)... (3 H- /i-i) ^,^ 
-y:, ,; '\ i.2.../iY(Y-+-0...(ï-t-'ï-0 

'. / 
"-/ ( ') Legendre la donne dans ses Exercices de Calcul intégral sur divers ordres 

de transcendantes et sur les quadratures, t. Il, p. 357. 
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OÙ a, p, y désigDenl des nombres qui ne sont pas des entiers né- 
gatifs; cette série remarquable a été considérée pour la première 
fois par Gauss (') dans Tun de ses plus beaux Mémoires; après 
lui, d^éminents analystes, Kummer, Riemann, Schwarz, Appell, 
Goursat, en ont fait le sujet de savantes recherches (^). 

Le rapport du terme de rang n -h 2. au précédent a pour ex- 
pression 

sa limite, pour /i = 00, est égale à ar; la série hypergéométrique 
a donc l'unité pour rayon de convergence. 

Si l'on a ar= I , les termes finissent par devenir de même signe; 
l'application de la règle de Gauss à la série des valeurs absolues 
donne alors les résultats suivan,ts : 

1° a-f-p — V — i>-o. Les termes augmente(ît indéfiniment en 
valeur absolue. 

2° x-f- p — V — 1 = 0. Les termes ont une limite non nulle. 

3" a-l-p — V — i<<o. Les termes tendent vers zéro. 
La série est convergente quand a, p, y vérifient l'inégalité 

et seulement dans ce cas. 

Si l'on a x = — I, on voit que le rapport d'un terme au précé- 
dent finit par devenir négatif quand n est suffisamment grand ; les 
termes sont donc, à partir d'un certain rang, alternativement 
positifs et négatifs; diaprés ce qui précède, ils ne tendent vers 
zéro que si l'on a a -f- ^3 — y — i < o, et, dans ce cas, on sait que 
leurs valeurs absolues vont en décroissant; la série n'est donc 
convergente que pour 

«H-p — Y — "<o; 

elle n'esi d'ailleurs absolument convergente que si l'inégalité 
est vérifiée. 



( ' ) DUquisitioncs générales circa seriem injinitam i -\ — — x -+-. . . {Cari Frie- 
drich Gauss Werke, t. III, p. laS). 

(^) Un résume historique et critique de ces travaux a été publié parPapperilz 
dans les Sitzungsberichte der natunvissenschaftlichen Gesellscha/t /sis in 
Dresden, 1889, Mémoire 4. 



^^ s:rTt* ivcwr;?^juirtiTuue :;st un cas particalier de la série 

• -•* ~ ^ -..* -■ .. ' : £ £ X*-*- 

iu^r ><rr#«r ttT ifer/^e . ja .a rrftnjute» en edTeC si Toq fait q = i 
L,*i>*tu< i x:«*M:: ivf.H:rsr*JMw*J^UUtf ^î^ «wa^erjeate* on désigne 

X4 >^U»Ué< ,HU'' 



K tfcU A\K»ïv»a ^ n»v*^'»l*: juc •»^/icîZï//i M^tt^MSLSsz les cooslantes 






? î. *. -. r . 

.Mj.*vN»ôktvv -iv ik viiv*ïcir J" jfe. :i. ^^x iKixl i eu qu'elle 
v>.*<.v\ï.x%xv ;jk Ci»è*v .J^^uv*'^»c* jv^n Vitv'v%/i»s ::rjwr:?of«v:jintes entières 
^vss^Kv i x.i«6% .*v^x vv A^iiMii* i iv.ij:*^b»jwr jaii pjLrâmèlrcs des 

, V sM, X » . s s vv * V vv>sc^ * v'^ u V > ^v K ^ . ,r >oaî :^;«t;>ocplibles d'élre 

. X \ ** V* V v*«*v > 

. V N\.sx..,< > ^. V V. , xv<* ic ^Jt^" ev^ttAlion Jifiercnlielle 
. V s u vx>N s vu ,<.* : .Ni ^K<iv aVublir de la manière 



\ \\ \\ ■ ** 



..XX ..X. ,.^,^.-^*viu, H^WiiMrii, t. WXII, i846, 
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on voit que le coefficient de x" dans chacune des fonctions 

F, F', xF\ xF', ar«F', 
a pour expression 

(.+ .)(P^n) .(,-^n)(P^n) ^ ^^ ^ 

or, en multipliant ces coefficients respectivement par a^, — y, 
a4-p4-i, — I, -i-i et ajoutant, on trouve un résultat nul, donc 

(x^—x) F'-+- [(a -H p -+- i)j? — y] F' -h ap F = o; 

c'est l'équation différentielle de la série hypergéométrique (*). 

Si :r = — 1 , on doit avoir a + p — y < — i ; pour j: = i , l'équa- 
tion diff'érentielle se réduit à 

(aH-p-YH-')F'(a,p,Y, i)H-aPF(a,p,Y, i) = o, 

et il faut que a, p, y vérifient encore l'inégalité a + p — y < — i ; 
car, dans ce dernier cas, il n'est pas nécessaire que F*' ccfùverge, 
il suffit que son terme général ait une limite. 

Deux fonctions de Gauss sont dites contiguës lorsque deux de 
leurs paramètres sont égaux, les troisièmes paramètres ne difl'é- 
rant que par une unité. On les désigne, pour abréger, par F 
suivie d'une parenthèse où l'on indique seulement l'élément qui 
a varié d'une unité. Il existe quinze relations linéaires distinctes 
entre la fonction F et deux quelconques de ses contiguës. Nous 
nous bornerons à démontrer la relation particulièrement utile qui 
existe entre F, F(y — i) et F(y-+- 1). Si l'on considère le terme 
général de :rF'(y + i), on constate immédiatement que 

arF'{Y-Hi) = Y[F-F(Y-hi)], 

d'où, par dérivation, et en tenant compte de la relation précé- 
dente, 

a;îF'(Y-M) = Y[(ï-OF(ï-i)-aYF-^{Y + i)F(Y + i)]; 

si l'on remplace maintenant F'(y4-i) et F"(y-i-i) par leurs 
valeurs tirées de ces relations dans l'équation diflercntielle 

(a7« — a:) F'Cy -h I) 4- [(a 4- p -+- i)a: — (y-4-i)] F'(y-+-i^ H- ap F(y-+-i) = o, 
(') Cari Friedrich Gauss Werke, t. III, p. 207. 
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on trouve 

ï[(T-i)-(aY-a-P-i)arlF 

-+-(Y-«)(ï-p)a?F(Y-+-i)-Y(Y-i)(i-^)F(Y-i) = o. 

On obtiendrail les quinze autres relations linéaires par un procédé 
absolument semblable ( ' ). 

Lorsque :& = i , la relation ci-dessus devient 

on doit supposer alors a -h p — y < o. 

DKVELOPPKUKNTS KN SÉRIE. 

TiiÉonKMK. — Si f{x) est la somme d'une série entière de 
rayon de convergence R, on a 

pour toutes les t'a leurs de x et de h vérijiant les inégalités 

|T|<R, l/i|<R-|^|. 
Soit 

on en déduit 

/(jT-f- h) = «o-«-rtil-r H- A) -h <i, (x -»-/i )'-*-... -f-<ii,(x-f- A)* -+-..., 

et celle série est absolument convergente, si la valeur absolue de 
x-h/i est inférieure à 11; d'autre parl^ ses termes sont dévelop- 
pables suivant des séries entières converçontes telles que 

mais, en désignant par r, p et a„ les valeurs absolues respectives 
de X, /« et «rt, la série positive do terme général 

/i . /♦(/!- O . . 



(') loir E. Heine, Handbitcfi tUr Ku^el/unctionen. j* tsl., l. l. p. loi-nw. 
C'est d*4prè$ cet oxceilout Ouvrage que ik»u* avons lioune U licmon^^tratioii pré- 
cédente. 
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est convergente si Ton a 

rH-p<R; 

par suite, d'après le théorème des séries de séries, 
/(ar4-/i)=/(^)H-^/'(a7)4--^/'(^)-^...4--^ 

pour toutes les valeurs de x et de li vérifiant les inégalités 

|ar|<R, |A|<R-|x|. 

La série f{x -f- A) peut d'ailleurs être convergente pour d'autres 
valeurs de h que celles indiquées. Soit, par exemple, la série 

i — X -^ x^ — ..., 



dont le rayon de convergence est Tunité; on a 

I I h A» 

4- 



i-+-a7-+-A \^x (14-a;)* {\-\-xf "'* 
mais 

I I I 



I -+- a?-+- A i-h X 

I - 



I -¥- X 



par suite, la série précédente est convergente, non seulement 
pour les valeurs de h satisfaisant à l'inégalité 

|/1|<I-|X|, 

mais encore pour celles qui vérifient l'inégalité moins restrictive 

\h\<\i-^x\. 

L'étude des fails de ce genre constitue l'importante théorie de la 
continuation des /onctions (* ). 

Formules de Taylor et de Mac Laurin. — Soit /(a:) une fonc- 
tion explicite d*une variable. Si Ton suppose d'abord celte fonction 
définie par une série entière de rayon de convergence R, pour 



(') Voir Tanne UY et Molk, Éléments de la théorie des fonctions elliptiques, 

t. I, p. 7',-!00. 






/ '■• / 



■ ail#» /:,, /r:. in j^nt t? *moo4*r T icattsir la Lé^t^iomicsiiitiii: 
timiii: inaiiiîfue lU jrprirti«mi: r*it iinr? . ut :o«*tficxrat à -iKUa?^ 
miner le tianxrrc me in tit. -n Ursi^num lar p m -SEUiffir 



— ^ — . ' r., — . . '- — ^' *• r.. — i^. r — r.* «'. 



f(T^-^f(.C» — 



y" r., — . . . — y' ' r.» —AT — x„ ./^ = o: 



>i Ton ooiiMiJûrfî la r4Mii:tii)ii 






- y^^,— ... fn{t)'-'k(X'-t)P, 

I . i "^ I . i . . . A -^ ^ ' ' 

obtenue par la :>ubslitudoo de / à x» dans tous les termes, mais 
uou dans X, celte fooclion 3(/) est dérivable pour les valeurs de / 
comprimes entre x^ et Xy car les ibnctions qui la composent le sont 
Jaii.> cet intervalle; d^ailleurs, en dérivant f(/), tous les termes 
»e détruiàCDl mutuellement, sauf les deux derniers, par suite^ 

mlc pour I = Xf et |>our / — x« sa dérivée s'annule 
■Vforème de Rolle, pour uue valeur fulermé- 
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diaire Xo-i-^x — Xq^ le nombre étant compris entre o et i ; de là 
résulte 

1.2. . .n 
d'où 



/«-*-»'( a-o -*- Oa: — Xo)-h Xy?(a: — aro)''-*(i —0)/»-» = o, 



Car — aro)'»-*-*(i — O)»-*-»-/» 



R(a?) = — ^=^ ^-^ï '- /«-M)(xo-+- Ox — xo), 

en désignant parR(j:)le reste, c'esl-à-dire le produite (a: — ^o)''; 
par conséquent on peut poser 

/(a:)=/(a:o)-+-^^V'(^o) 

-^ i^Ll^rix,) 4-. . .-^ (^:i^î^>)(a.o) 4- R(^); 
1.2 -^ ^ ^ 1.2. ..n -^ ^ "^ ^ ' 

c'est la formule de Taylor, Celte formule suppose seulement 
que /(^) et ses n premières dérivées sont dérivables dans Tinler- 
valle (:ro, ;r); il n'est pas nécessaire que la (/i + i)'"'"® dérivée soit 
continue dans cet intervalle, il suffit qu'elle y reste uniforme et 
finie. L'expression générale du reste trouvée précédemment est 
due à Boche et à Schlomiich (* ); si l'on y remplace p successive- 
ment par Ai-h I et par i, on en déduit deu\ formes nouvelles 



R(a:) = ' î^^ ^ /«-*-»> (a^o -h Oar - a^o). 

La première a été donnée par Lagrange dans la Théorie des fonc- 
tions analytiques {') et la seconde parCauchy dans ses Exercices 
de Mathématiques ( ^ ). 

Il faut et il suffit, pour que./(x) soit développable en série pro- 
cédant suivant les puissances enlicrcs du binôme x — Xq, que 
celte fonction reste indéfiniment dérivable dans l'intervalle (j^q? ^) 
et que, pour toutes Tes valeurs de x appartenant à cet intervalle, 
le reste de la formule de ïaylor tende vers zéro, quand n croît 



{*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2* série, t. III, i858, 
p. 371 et 334. 
(') Œuvres de Lagrange, t. IX, p. 83-8'|. 
(^) Œuvres complètes, j' série, l. VI, p, '|0-4i. 
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iDdénnimenl (*); car, dans ces conditions, la série de terme 
général <^"-^o/ /^"^(^o) est convergente, la somme de ses n -h i 
premiers termes /(j:) — R(^) ayant pour limite y(x); alors 

/(x)=/{Xo)-f-Î^V'(^o) 

c'est la série de Taylor {^). 

SI Ton fait Xo= o dans la formule de Taylor, on obtient Infor- 
mulé de Mac Laurin 

f{x) =/{o)-*- ^/'(o)-t- -^/'(o) + . . .+ --£l_/(-)(o)-i- R(:r), 

for mule qui exig e seulement gue la (/i -f- i^'^"« dérivée soit uni- 
forme et finie dans T interv alle (o, x ). Quand la fonction /(x) est 
indéfiniment dérivable dans Tintervalle (o, x) et que, pour toute 
valeur de x appartenant à cet intervalle, le reste de la formule de 
Mac Laurin tend vers zéro lorsque n devient infini, on a 

c'est la série de iMac Laurin ('). 

La méthode que nous avons suivie, pour établir les formules 
de Taylor et de Mac Laurin, est due en principe à Hommersham 
Cox (*) et à Rouché. 

Application. Dérivée n'*^ d'une fonction de fonction. — On 
peut déduire de la formule de Taylor l'expression de la dérivée 



(*) Os deux points ont été Tobjet d'importantes recherches de Pringsheim dans 
les Mathematische Annalen, t. XLII, 1893, p. i53-i8^, t. XLIV, 1894, p. 4i-56 
et 57-82. Voir aussi : Er.nesto Pascal, Esercizi e note critiche di Calcolo infi- 
nitésimale» p. i7^>-3i4. 

(') Methodus incrementorum directa et inversa, Londini, 17 17» prop. 7, 
théorème 3, p. tli-iZ. 

{^) A complète System of fluxions, Edioburgb, 1742. Traité des fluxions, 
traduction du père Pezeoas, I7'|9, t. II, p. i8«>-i87. 

(♦) Tfie Cambridge and Dublin mathematicalJournal, l. VI, i83i, p. 80-81. 
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d'ordre n d'une fonction de fonction. Soit, par exemple, 

une fonction développable de x^ ; si Ton pose 

et 

la dérivée n' ^"^ àef{x^) par rapport à a: est le coefficicn t de —; • " 

dans la série entière en A* 

série que l'on peut ordonner par rapport à A, d'après le théorème 
des séries de séries {voir p. 88). Il reste à développer les puis- 
sances successives de k afin de calculer dans chacune d'elles le 
coefficient de A"; il n'y a pas lieu d'ailleurs de considérer les 
puissances Ar^^*, Ar^+^j . . . , puisque h est en facteur dans Ar; or, 
si l'on forme le développement 

m(m-^i). . .(m — /> -h i) 



■(ixy^-PhP- 



-...]. 



1 . 2 . . ./> 

on voit que le coefficient de A'* dans k^ s'obtient en faisant 
m-{-p = rij c'est-à-dire p=^n — m, par conséquent il est égal à 

m(m-i)...(2/n-n-^i) _. Z^//'' 

1.2. . .(/i — m) ^ ' ' ^ ' 

ce coefficient s'annule pour toutes les valeurs de m non supé- ^'^ 

rieuresà ; si donc on écrit l'expression de^^"^ en commen- ' 

çant par les dernières dérivées de /(a), on trouve 



^(«)=(aar)«/^«)(tt)-h^^^^^î^ ^(2a7)«-*/^«-tK")- 



^) 



I.2.../> \ / ^ 

cette formule est susceptible d'importantes applications. 

Développement en série entière d'une fonction d'une variable. 
— Une fonction explicite d'une variable /(^) ne peut être déve- 
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loppée en série entière, dans un intervalle ( — a, +a), que d'une 
seule manière (p. 69). La formule de Mac Laurin donne théori- 
quement ce développement; il faut et il suffit, pour qu'il soit 
valable, que la fonction soit indéfiniment dérivable dans l'inter- 
valle (o^œ) et que, pour toute valeur de la variable appartenant 
à cet intervalle, le reste mis sous Tune ou l'autre des deux formes 

^ ^ i.i...(n -hiy I.2.../1 "^ 

ait pour limite zéro quand n augmente indéfiniment. 

Il y a souvent avantage à étudier d'abord la convergence de la 

série de terme général f^"^{o); si l'on constate qu'elle est 

divergente, la fonction n'est pas développable; si Ton reconnaît, 
au contraire, qu'elle est convergente, on s'assure que le reste de 
la formule de Mac Laurin tend vers zéro pour /i = 00. Il ne suffit 
pas, en effet, comme le croyait Lagrange, que la série soit conver- 
gente pour qu'elle représente la fonction /(a:), car si, étant con- 
vergente, le reste de la formule de Mac Laurin avait une limite 
non nulle g(a:), elle aurait pour somme/(a:) — ^(:r)etnon^(a:); 
d'ailleurs Cauchy a donné de ce fait un exemple que nous citerons 
plus loin. 

Une fonction dont la dérivée /i'^'"*' reste toujours, dans l'inter- 
valle (o, x)j inférieure en valeur absolue à un nombre positif A, 
quelque grand que soit /i, est développable dans cet intervalle; 
car, si l'on désigne par r la valeur absolue de a:, on a 



d'où l'on conclut que R(^) tend vers zéro, la série de terme général 



r« 



— étant convergente. 

11 est presque toujours impossible de développer une fonc- 
tion f{x) en série entière au moyen de la formule de Mac Lau- 
rin (*). En effet, la recherche de la dérivée /i^*'"**' présente ordi- 

(') « La formule de Taylor n'a jamais servi à découvrir un nouveau développe- 
ment en série; elle esl impuissante à donner tous ceux qui sont déjà connus, 
mais elle a une grande importance analytique. » (H. Laurent, Traité d'Analyse ^ 
i. I, p. 91-9Q.) 
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naîrcmcnt de grandes difficultés et, de plus, l'étude du reste est en 
général impraticable; même dans des cas très simples, on est 
conduit à des calculs pénibles ou délicats, alors qu'il est souvent 
facile de les éviter par Temploi d'une méthode directe. 

Le procédé suivant, dont nous ferons plusieurs fois usage, est 
particulièrement commode. Il consistée déduire le développement 
de/(x) de celui de/^(x) supposé connu. Soit, eflTectivemenl, 

/'(j7) = rto H- ai a? -♦- rtjx* H- . . .-+- ««a:'* H- . . . ; 
si l'on considère la série de terme général 

fin ■ — » 



dont le rayon de convergence K est le même que celui de/'(x) 
(p. ^3), la somme de cette série ayant pour dcTivéc f'{x)^ elle 
ne diffère de/(j;) que par une constante que Ton détermine en 
faisante = o; on trouve ainsi que cette constante est égale à /(o), 
on a par suite 

/(^)=/(o)^-«0 7 -H «1 



I 2 



pour toute valeur de x intérieure à l'intervalle de convergence 
( — R, -hR); le théorème d'Abel permet de décider si ce déve- 
loppement s'étend aux limites — R çt -f- R de l'intervalle. 

Lorsque le procédé qui vient d'être indiqué ne réussit pas, on 
peut chercher à établir directement, au moyen des théorèmes gé- 
néraux sur les séries, la possibilité de développer en série entière 
la fonction donnée /(x) dans un certain intervalle; si l'on y par- 
vient, en posant 

Une reste plus qu'à effectuer le calcul des coefficients indéterminés 
a«, «1 , . . . ,âr„, ... ; or, R étant le rayon de convergence de la série 
/{x)y les séries dérivées 

/'(x) = iai -^la^x -t-Saaar* -4-.... 
/'(x) = 2.1 aj H- 3.2030:-+- \.ia^x^-h. ..y 



( 



sont toutes convergentes à l'intérieur de l'intervalle ( — H, 4- K): 
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en particulier, pourx= o, on trouve 

ao=/(o), «i = y/'(o), «« = 7^/'(o)» •••»«« =j^/^''Ko), ..., 

relations qui déterminent les coefficients ao^ ai, ^2, • • • * ci„^ . • . , 
quand on peut calculer les dérivées successives de /{x) pour 
x= o. Si Ton connaissait, par exemple, la somme /(x) de la 
série de Lambert, la méthode précédente donnerait l'expression 
générale d'un nombre premier (p. 53). 

Enfin, l'application du théorème des séries de séries permet 
parfois d'effectuer le développement d'une fonction en série en- 
tière dans le cas suivant. Soit y une fonction développable en 
une série convergente telle que 

j^ = tto -h Ml -*- Mj -h . . .4- Un-^-. . . , 

les termes, pour une valeur positive de la variable x = Xq^ étant 
développables en séries entières absolument convergenles 

«1,0 -t- «1,1^0-+- «l.ï^o -*"• • •"*" ^Un^'i -H- . •» 
• ï 



si la série positive de terme général 

I «/i,o ! H- I «rt,! aro I -h I an,i a:} | -t- . . . 
est convergente, en posant 

la série entière de terme général XnX" est convergente pour 
X = Xo ; elle est donc convergente, d'après le théorème d'Abcl, à 
l'intérieur de l'intervalle ( — Xq^ -f- Xq), et la fonction y est déve- 
loppable suivant la série entière 

Théorème. — L^ inverse de la somme d^une série entière de 
premier terme non nul est développable en série entière. 

Soit d'abord 
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UDC série entière où les valeurs absolues des coefficients sont au 
plus égales à l'unité; celle série est évidemment convergente pour 
toutes les valeurs de x intérieures à rintervalle ( — i , + i). Or, on 
peut toujours calculer des nombres ^oi ^19 • • • 9 l^/i? • • • tels que 
la série 

soit convergente à Tintérieur de rintervalle ( — ^, -}- ^) cl vérifie 
Tégalité 

en eflet, les équations 

a, H- p, =0, 

«î H- «1 Pi -H Pi =0, .... 

• > 

a„H-art_iPi-h...^-a,p„_,-4- p„ = o, 
t 

déterminent successivement les coefficients ^0 ^27 • • -9 ^/d • • •> 
et, comme la valeur absolue de a,, est au plus égale à Funilé, on en 
déduit 

iPlKl, |Pi|<2, lP3|<2^ ..., IP«|<2«-1; 

la série ^(^x) est donc absolument convergente à l'intérieur de 

rintervalle f > + - j ; on en conclut que, dans ce même inler- 

iraUe,ia fonction ?(a:) ne s'annule pas et que son inverse peut être 
dëveloppée en série entière. 

Soîl maintenant /(:r) une fonction développable suivant la série 
enlière 

«0 -t- «1 ^ -+- rtl iT* -+- . . . 

de rajon de convergence R, le premier terme a^ n'étant pas nul; 
pour une valeur positive x^ de x inférieure à R, on peut déter- 
miner un entier m tel que, à partir de n = m, on ait 

|«/i^ï |<l«u|; 

alors, SI r est une constante inférieure à x^ et au plus petit des 



ISI- y/m- \' 






98 TIIÊOnili; KLKMENTAIHE DES SÉRIES. 

en posant 

X — rf , 
on a 

mais, quel que soil /i, la valeur absolue du coefficienl de /" reste 
inférieure à l'unité ; par suite, d'après ce que Ton vient de voir, -: — - 

est développable en série entière dans Tin tcrvalle Y — r ' + . ) * '^ 
plus petite des valeurs absolues des racines de l'équation 

• r 

étant certainement supérieure à - ('). 

Développement du rapport de deux séries entières. — Il résulte 
du théorème précédent que le rapport Jj—: de deux séries en- 
tières est toujours développable en série. 

En effet, si Ton suppose d'abord que le premier terme de f{x) 

ne soit pas nul, le rapport-^ est évidemment la somme d'une 

série entière convergente lorsque x reste à l'intérieur d'un certain 
intervalle; pour le calcul des coefficients, on peut employer la 
méthode des coefficients indéterminés ou effectuer la division 
comme si Ton opérait sur des polynômes. 

Si maintenant on suppose nuls les k premiers termes de/(x), 

le rapport Y I donne encore naissance à une série entière; car, 

soit 

en désignant par /,(j:') une série entière dont le premier terme 



( ' ) <')n rtahlit, mais par des con<idcratioiis étrangères à notre sujet, que la 
plus pclilc des valeui> ab>oIues des racines de l'équation /(x) = o est le rayon 

de convergence du développement de y — • Voirin propos du théorème qui vient 

dVlrc drnionlrr : Jllks Taxnery, Introduction à ta théorie des fonctionM cTune 
rtiriahfr. p. i- |- 1-^. 
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g(3r) 



n est pas nul; le rapport yr-r* pour louies les valeurs de jr îolé* 

rieures à un ccitaîn inlervalle, est développa ble en une série en- 
tière telle ijue 

par siiile^ pour ces mêmes valeurs de x^ sauf la valeur zéfOf on w 









-À- rtjt--*- «V4 1^ ^^iN-fï^'H-* 



Le rapport 77— r *« préseoie alors comme éiani la somme d'un 

poljûÔme entier en — » croissant indéfiniment lorsque x tend vers 
zéro^ et d'une série entière dont la somme est finie quand 3; devient 

QllL 

Développement d^uno fraction rationnelle. Séries récurrentes. — 
On vient de voir dans quelles conditions le rapport de deux séries 
enliéres est développai) le en série entière. Un eus porticulier 
important est celui où les deux séries se réduisent à deux polj- 
nôraes. 

Soient donc 



et 



/{t) = A^-H Ai-r H- AiT'-H_,-4-A,»jr" 



^^(a:) — Bo-i- Bi^r-^- Bj^' - 



B^a?^' 



deux polynômes entiers en .t, premiers entre eux, et de degrés 
respectifs m et p* Si /{^) a k racines nulles^ la fraction ration- 
nelle y— ^ est développable, d'après ce qui a élc dit, suivant nnc 
série telle que 



«0 _^ <*i 



<ïf-1 



-h«A^ fïjt+tjf ^ai^,ir>- 



fBl roQ est assuré que ce développeinenl est valable pour toutes les 
valeurs de x comprises dans un certain intervalle, sauf pour ta 
valeur xéro. Si /{x) na pas de racines nulles, on à simplement 

un développement dt*. ïa forme 
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pour loules les valeurs de j: comprises dans un certain intervalle. 
Dans ce dernier cas, en supposant par exemple m supérieur à />, 
ou peut déterminer les coefiicients a^] ai, . . . , n„j ... au moyen 
des équations 

Ao^'o= Ho, 

Ao<ti -+- Ai^io— Bi, 

A„«,-f A|^|-K A,rtea= B,, 

Ao<'/>+i-t A|a,, 1- . . . r- A/,€ï|-J- Ap-».|rto= o, 
••• t 

Au «m • -+- A I Um-l H- . . . -*-' A,n_, Oi -4- A,„ Gq = O, 
Ao«/«-^|H- Aia;,, -h. . . — Am-l»i^- ^^m«l = o, 

Les coefficients de la série vérifient par conséquent, à partir d*une 
certaine valeur de /i, la relation linéaire 

Aort/n ♦/! •- Aj (tm*-n-i -f- . . . ^- Am— 1^/1-1 -4- J^m^n = O; 

cette relation est la relation de récurrence de la série entière 
rïy -f- fi I j* -t- rt j jr* -H . . . 

qui est dite récurrente. La suite formée par les constantes 

Ay, A|, ..., A,^, 

s'appelle Véchelle fie récurrence de cette série. . 

Ainsi, toute fraction rationnelle est développabic en une série 
entière récurrente de rayon de convergence non nul. Inversement 
toute série entière récurrente de rayon- de convergence non nui 
est le développement d'une fraction rationnelle. 

Kn effet, soit 

une série entière de rayon de convergence non nul, et dont les 
«coefficients, à partir d'un certain rang, vérifient la relation de' .^ 

r«''currence 



\. ."///.•■-• \ifi.-,.i-i -- ■ . . -î- A^j_| fï„_| - A„i<'i,, = o; 



J 
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■■,t' 



en posant 

f(x) == Ao4- A,:r -h. . .-T- A,„r"», 

le produit de la série entière par le polynôme /{a:) est la somme 
de la série entière- 

Ao«o^- (AoOiH- A|ao):r -h ( Aortj-t- Ai^i-h Aiao)^'-t-. . .; 

or, le coefGcient de x"'"*"", qui a pmr expression 

Aoa„4H_« ■+- Aia,n-hn-i -i- . . . -+- A,„_| a„-\ -h A„i a„, 

devenant nul, par bYpothèse, à partir d\ine certaine valeur de n, 
lâ'série précédente se réduit à,un polynôme g{oc)] la série consi- 
dérée représente donc le développement de-» la fraction ration- 

nelle^î-^. -^ 

Les suites réturrentes, dontTusage est continuel dans la théorie 
des nombres, ont été successivement étudiées par CassinJ, Moivre, 
Euler, Lagrange (*). 

Application. Fonctions numériques de Lucas. — Soient 



I — px-\-qx^ \— px ^ qx^^ 

ces fractions rationnelles sont toutes deux développables suivant 
des séries entières récurrentes ayant un même rayon de conver- 
gence non nul ; on peut donc poser 

U i Uo-4-Ui:r-4- U2T'-4-...-4-U„2"'-^.". ., 

V = Vo-^ V,;r-+-V,a72-f-...-+-V«ar«^-...; 

si l'on multiplie chacune des séries précédentes par le dénomina- 
teur commun des fractions rationnelles, on obtient immédiatement 
les relations de récurrence 

U,i4-î = p U„H_i — q U«, 



(•) Cassini, Histoire de l'Académie royale des Science.^, t. I, p. 3o9-3io. — 
MoivRE, Afiscellanea analytica, p. 27. — Euler, Introdiictio in Analysin infini" 
torum, l. I, chap. XIII cl XVII. — Lagraxoe, Œuvres, l. I, III, IV, V. 



J^ 
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les valeurs initiales de U„ el de V,, sont d'ailleurs 

\„=>, \i~p. 

Les fonctions numériques \J„ et V„, introduites par f-ucas ( * ), 
ont été nommées par \ui /onctions numériques du second ordre. 
Ces fonctions, qui présentent une gran<le analogie avec les fonc- 
tions circulaires et les fonctions hyperboliques, sont d'un emploi 
avantageux dans un grand noml)re de <|ucstions d'Aritliméti(|ue 
supérieure (-). 

La fonction V„ s'exprime au moyen de la fonction U,i par la 
formule suivante 

que l'on trouve en annulant le coefficient de -r""*"* dans Téquation 
(a — px)V — x\ — o. 

Si maintenant on désigne par a et b les racines, supposées 
réelles, de l'équation 

jr^ — px -f. y = <i, 

on peut mettre U sous lu forme 






1 
i^ùxj 



les deux termes de cette dilTérence sont développahles en séries 
entières de rayon de convergence non nul; par conséquent 



On a pareillement 


a — // 


et» par 9uite, 


1 — aj: \^ hx 



Onobtieni diverses suites remarquables en donnant aux con- 



Corrêtpoadance mathématique, t. III, iS;;, p. :Wh)-:{7u. 

U théorie complète des fonctions nuincriqucs du second i>rdi < 
«MivdèiiiomArcf deLucA8,t. I, p. 3u8-33i. 
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slanles p cl q des valeurs numériques particulières. C'est ainsi 
que, pour /? = 3, 7 = 2, on trouve les suites de Fermai, et, pour 
pz=^^q =i — I les suites de Pell; mais le cas le plus intéressant 
est celui où Ton prend pz=z i^ q = — i ; la relation de récurrence 
des fonctions U/, devient alors 

Urt+j = U/i+i -H U/i ; 

la suite correspondante 

o, I, I, 2, 3, 5, 8, i3, 21, ..., 

est dite suite de Fibonacci ('). F^e terme général de cette suite 
a pour expression 

La suite de Fibonacci, que Ton appelle aussi quelquefois suite 
de Lamé, possède de multiples et curieuses propriétés. 



EXERCICES. 

Les séries 

C- (1 — x)-\- x{\ — x) ->r x'^{\ — x)- 

X^ X* x^ 



sont-elles uniformément convergentes dans rintervaIIe(o, i)? 
a" Étudier les séries 



X x^ x^ 
a, a\ al 

1 1 X 

1 \ 


X'* 

1 j--»-» 

1 . 


X — ax X — a^ (tf 


x^anaZ'^ 



les nombres non nuls ai, a^, .. ., an, . . . croissant avec n. 

Weierstrass. 



(') // Liber abbaci {Scritti di Leonardo Pisano, éd. 1k)ncompagDi, t. I, 
p. 383-a84). Lamé et Binkt ont été amenés ù considérer la suite de Fibonacci dans 
de savantes recherches. 
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3" rXtrmontrcr quo la srrie entière 

csï convcrjçcnlc pour timles les valeurs <lc x comprises entre — i et — i 
si, en posant 

*«= <'rt-^ ^'i-^ •-+-^«, 
le rapport 

S^^-- .V| — . . . • Sn I 

n 
tend vers une limite quand n augmente indéfiniment. 

FnOBEMt'S. 

.<" Ktudier la série entière 

r \ x'^ I .r* 

Z,^(x)—\'^ - -•• h - - ^ H-..., 

* m \,'i m{m -,- \) i . vè . 3 /m ( //i -h i )( m -^- i ) 

dite série fie Lcf^endre, former son èi(ualion diflerentiellc et établir la 
relation 

0;nf^)~-?m4-l(j')- ^^^, _ Om^iix). 

5" Développer suivant les puissances entières décroissantes de r l'ex- 
pression 

Tcxposant /ii étant entier. 

LA(:n\NGE. 

6* En désignant par \a un polynôme de Lef^endre, faire voir que Téqua- 
tion 

/i(/i-+-i)X*-(i-x«;X;«=ro 

a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre — i et -- i. 

Hkrmiti:. 

7* Trois dérivées consécutives du polynôme X^ vérifient la relation de 
récurrence 

^l F(ft, p,Y«')'* soipnie de la série hypergéométrique, on a 

5.P.Y.«)-(T-+:")[ï-(«^-?^iHF(«+».?-^ i,v ^-«•^•) 
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9" Si la fonction f{x) est dcvcloppable dans l'intervalle (^, a?-t-/i), 
démontrer la formule 

JOURJON. 

lo" Montrer que toute fonction /(x), dérivablg ainsi que ses n pre- 
mières dérivées dans Fintervalle (o, :r), peut être représentée par le 
développement 

Jkan Bernoulli. 
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IV. 

FONCTION EXPONENTIELLE. 



On donne le nom à^ fonction exponentielle à la fonclion trans- 
cendante entière déGnie par la série 



T J** .r" 

I 



I I . 'i I . i . . . /i 



dont le rayon de convergence est infini; celte série est dite série 
exponentielle. 

On retrouve la série exponentielle en dérivant ses termes; la 
fonction exponentielle jouit donc de la propriété remarquable de 
se reproduire Indéfiniment par la dérivation. 

Soit f{x) la somme de la série exponentielle; toutes ses déri- 
vées lui étant égales, le développement en série de /(a.'4-A), 
quels que soient les nombres x et h (p. 88), se réduit à 

/(T-^A) = /(x)/(/i), 

résultat que Ton obtiendrait aussi au moyen de la multiplication 
des séries. On en déduit successivement 

r{x)/(x)=/{ix), f(x)f{ix)--^f{-ix), ..., Ax)f {17:^1 x)=fKnx\ 

d'où 

fHx)-=f{nx), 

Cette relation subsiste quel que soit ^. En efTet, soit d'abord n= ~, 
les entiers /? et q étant positifs; on a 



-^''(7) =/(/^-^)=/"(^^ 
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mais la fonction f{x) est toujours positive, car 

/<„./(£. f)./.(f), 

par suite . 

Soit maintenant n irrationnel et positif; si Ton considère un 
nombre variable rationnel et positif n/ç ayant n pour limite, on a 

le premier membre, d'après la définition même d'une puissance 
irrationnelle (p. i4), a pour limite y*"(^), et le second, à cause de 
la continuité de la fonction /(^), tend vers /(no?); par consé- 
quent, dans ce cas encore, 

Soit enfin n négatif; en posant n= — m, de l'égalité 

/(— mx)/{mx) = /(o) = I, 



on tire 



f(nx) = ^ V = f"(x\ 



Donc, pour toute valeur de n et de x, 

. f^nx)r=fn(a;), 
ou bien, en permutant x et /t, 

on désigne par ela constante /(i), somme de la série positive 
e>- iH i 



I 1.2 i,'i.../i 

par suite, pour /i = i , 

c est-a-dire 

" X x^ - .r« 

e^ = i-\ 1 h... 



1 1.2 1,2, , .n 

la fonction exponentielle se trouve ainsi mise sous sa forme habi- 
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tiielle. C*est Newton qui ie premier esc arrÎTé à ce résaltat ( *). 
Od peut se denoander ii la foactioa expooeatielle est la seule 
fonclioo présentant la particalarité de ne pas être altérée par la 
dérivation. Il est facile de répondre à cette question. Soit, en 
effet, y une fonction vérifiant Téquatioa différentielle 

r =jr; 

la fonction 

est une solution de Féqualion précédente, puisque 

par conséquent 

sir' — rz' = o. 

d^où, A désignant une constante arbitraire, 

jr = À r* : 

telle est la forme générale des fonctions égales à leurs dérivées. 

La fonction e'^ d*apK's ce qui précède, est positive et crois- 
sante pour toute valeur de x; elle reste toujours identique à elle- 
même Iorsqu*on la dérive; enfin, elle est susceptible des mêmes 
opérations qu*une puissance^ puisque la variable y joue le rôle 
d'un véritable exposant. 

Application. DéTeloppement du polynùme (a — 6 --. . .->- /)'». — 
Lagrange (^), dans ses Leçons sur A» calcul des fondions, indique, 
à propos de la fonction t'y un procédé assex inattendu pour obte- 
nir le développement de la puissance iti*^** d^un poljndme. 

Le coefficient de x^ dans le développement de 

» » 

a pour expression 

I . J ... AI ' 



( ') AnaiysU per œquationes. . . ( isaaci Xcwloni. . . opuscula mathematica, 
éd. CasUlloa, t. I, p. ao-at et p. 3i8). La miHhiHie que oous avons suivie pour 
ria toaiaiede la série cxponeoiicl le esl ci*lle qui a clé employée par Caucliy 
■ Êom Court d'Anafyte deTÈcoU royale poiriechnique {Œuvres complètes 
I. in, p. ioo-io3). 

I. X, p. 38-39. 
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d'autre part, si Ton effectue le produit des séries 

ax a^x^ 



e»' = 


14- 


I 


-\- 


I .'2 


-h. . . 


ehx^ 


1 H- 


bx 

1 


-+- 


h^x^ 

1 .'2 


-+-. . . 


ei' = 


1-4- 


Ix 

I 


-f- 


I .'2 


-h. .. 



le coefficient de x^ dans ce produit multiplié par i .2. . .m sera 
égal à (a 4- 6 -I- . • . + l)"^- Or ce coefficient est composé d'autant 
de termes de la forme 

a«6P.../> 

I .-2. . .a. I.2.. .3. . . I.2.. .X' 

qu'il existe pour a, ^, . . . , X de systèmes différents vérifiant la 
relation 

a-i-P-+-...-i-X = wi; 
on a donc 

.^d 1.-2. ..a 1.2... [3 ... i.'i...A 

les entiers non négatifs a, p, . . ., Y étant tels que leur somme 
reste toujours égale à m. 

Limite de rexpression ("-»--) pour /i = x. — Soit d'abord r\ 

X positif; il y a lieu de distinguer trois cas : 
I** n est un entier positif . — On a 

(x\^ n X n(n — 1) a?* 
1-+--) =H h -^ -^ — -f-... 
nj in 1,1 w* 

n(n — \).,Jn — m -+- 1) .r"» n(n — i)..,i xf* 

-*- -^ ' '■ --n7-+----^ Z' 

I.2.. m n"* i.À,,.n w'» 

ou 

(1-+--) =n h(i ) h... 

\ nJ I V /i/i.îi 

*(-:)(-:)-(-=^)7£^ — 
^(,_i)(,_A..(,_îiu)^::^, 

\ nl\ n) \ n J \,i,.,n' 
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les coefncicnts des puissances successives de x sont tous positifs 
et leur valeur augmente avec /i; les termes du développement 
vont donc en croissant en mt^me temps que leur nombre s'élève, 
mais ils restent toujours moindres que les termes correspondants 

I H ) 

a une limite X au plus égale à e^ : d'ailleurs \ est supérieur à la 
limitejde la somme des m premiers termes du développement de 

( I -+- -) y c'est-à-dire à S;„(a?), en désignant par Sot(-c) la somme 

des m premiers termes de la série exponentielle; or, on peut 
prendre massez grand pour que le reste e* — S/n(a?) soit inférieur 
à un nombre positif arbitrairement petit ?; de là résulte à plus 
forte raison 

o<X-S,„(j')<<t; 

la limite de Sm(^) est par suite X, d'où X = e^. Ain>i la limite de 
( I -f- -) pour /« = 00 est e'('). 

u" n est fractionnaire ou irrationnel positif . — Si m est la 
partie entière de /ï, on a m < >t < .v ^ / 

(-;;r^)"<(-=r<(-^r' 

\ tn-\-\l \ m -4- 1/ \ ni-r-ij 

(-sr=(-™)"(-s)= 

ces deux expressions ajant pour limite e', il en est de mCiiic de 

3* n est quelconqueet négatif. — En posant /i = — (m -H j:*), 
on trouve 

. :•" t,'^ •; (.^fy=(.^£)"(.^il)'; 

i*»-» ik - I ^ '»'u^ \ nj \ mj \ m/ 

^•;'(-*P : 

^ ) ^> (I) Cette démoDttratîoD est due A Darboux qui la donnait dans le murs 

«n**!! prcfamU à ITfteole normale vers i8So; oou» rcxposons d'après les Klcmcnts 
\ êitiptiquei de Tanner> rt Molk^ t. I, p. ioi-in>. 



mais 



et 
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la valeur absolue de n devenant infinie, m croit au delà de toute 
limite, et l'on voit que, dans ce cas encore, (\-\ — -\ tend vers e*. 

Soit maintenant x négatif; si l'on fait — x :=zy et — n = m^ Jj 

on a 

la limite de ( i -f- - ) est par suite e~^, c'est-à-dire e-^. 

Donc, quels que soient a: et /i, la limite de l'expression (i-\ — ] y 
pour n = 00, est e^, 

rrftt 

Limite de rexpression — ^ pour a? = -+- «. — On suppose l'expo- 
sant m positif; soit alors p un entier supérieur à m, on a 



1.2 ../> 

d'où 



la limite de — pour x = -[-^ est donc nulle. 



Application. — La dérivée n'*^"*° de la fonction 



est la somme de termes tels que 






e ^\ 



si l'on pose ~ = /, cette expression devient 



t^ 



et sa limite est zéro quand t augmente indéfîniment; ainsi toutes 

_ I 
les dérivées de e * sont nulles pour x = o. 
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Soit maintenant g{x) une fonction dévcloppabic en série en- 
tière; si Ton applique la formule de Mac Laurin à la fonction 

on obtient 

/(^) = ^(O) -^ f ^XO) -^ -^ ^(O) -t- . . . 4- ^^^-^ 

le reste R(<r) se compose de deux parties, Tune qui provient de 
ff{x) a pour limite zéro, et Fautre qui provient de e ^* a néccs- 
sairement pour limite e '*, puisque le premier membre est égal 
" S^(^) + ^ "*'> P^^ conséquent, la série de terme général 

1.2, ..n ' 

bien que convergente, représente non pas /(^) mais g(:r). Cet 
exemple, indiqué par Cauchy (*), montre Timportance de Tëtiide 
du reste dans le développement d'une fonction en série (p. 94). 

Polynômes de Hermite. — Soit 

r = «-•"; 

la dérivée n**'"'* de^ est de la forme 

en désignant par P^ un polynôme entier en x de degré n. 

On appelle souvent les polynômes ainsi définis polynômes de 
IJermiie, du nom de Tillustre savant qui les a étudiés (^). 

L'équation Pm= o a ses /t racines réelles et inégales. En eiïct, 
la fonction continue y s'annulant pour x = — 00 et pour a* = 4- oo, 
d'après le théorème de RoUe y a une racine au moins, ^i, corn- 
er ) liéêumé des Leçons données à l'École roycUe polytechnique sur le 
Calcul i/i/iniiésimal {Œuvres complètes, a* série, t. IV, p. 339-330). 

(') Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, 
t. LVIII, i86i. p. 94-96. 
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prise entre ces limites pour lesquelles d'ailleurs y s'annule; mais 
alors y^ a une racine au moins entre — oo et a^, et une racine au 
moins entre a^ et 4- oo; en continuant toujours ainsi, on voit fina- 
lement que^"^, et par suite P^, a ses n racines réelles et inégales. 

Trois polynômes consécutifs vérifient la relation de récurrence 

P„^. ^ 2:rP« + 2,. P.«. = o; ^f 7 ft(^^AlJ?-^ ^^f!,., • 
car, en dérivant n fois l'équation ' I P .A. /.-^n,. P 4 \t,'»if 

.; y^2ry = o, -^ X F N "^ 

op^obtient ^ /^ '^ ? . 



^^»-*-i)4-2a7^''«^-+- 2n^<'»-*'= o, 



K* , 



et il suffit de diviser par e~'' pour trouver le résultat énoncé. 

Enfin, si dans l'égalité précédente on remplace n par /i + 1 , elle 
devient 

c'est-à-dire -,'* 

^(P«e-'*)-h2x^(Pne— )-h2(/i + i)P,e-'*=o, 

d'où - ^''^^^^%^^ 

P;-2xP'„-i-2nP„=o; ^p'!^2C>i'Xy^/" /^' ^'^ 

c'est l'équation différentielle des polynômes P,,. 
Fonctions de BesseL — On a 

I \2 / I.2\a/ l.2.../l\'2/ 

rs = ._t2(f:)^£:2(fy_.. .+(_.)- -J:::^(f)V..; 

I \a/ 1.2 \2/ i.2...n\2/ ' 

le terme général de la série obtenue par la multiplication des deux 
séries précédentes a pour expression 

f^Y r ^"^ _ 1 r-« j <^-» 

\2/ [l.2...n I I.2...(/l — 1) 1.2 I.2...(/l — 2) "~* " 

_+. (_ ,yi-i i L- . ^ (_ ,)« _i . 

1 1.2.. .(n — i) ' i.2.../*J' 

G. S 



e« =1- 
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d*ailleurs, en désignant par r la valeur absolue de x et par p celle 
de i, la série positive de terme général 



2/ L1.2.../1 I 1.2. ..(/i — i) i.a 1.2. ..(n — 



2) 



I 



n — I ) 1 . 2 . . . /i J 



I I.2...( 

est convergente et a pour somme e' ^ P'^; on peut donc ordonner le 

produit des deux séries e' et tf ", d'abord par rapport aux puis- 
sances successives de /, puis par rapport à celles de /""* (p. 48), 
on constate alors que le coefficient de /" est 

, „ (!)• ■ (0"' , . (î)"' 

"^ ^ 1.2. ../l I 1.2...(/l-M) 1.2 1.2...(n4-2) 

et celui de <"" 

(-i)"Ji,(ar), 
par suite 

— J,(ar)f-»-+-J»(a7)f-«— J3(a7)f-5-h...; 

en particulier, pour ^ = i , on trouve 

I r= Jo(a7) -+- 2 J,(ar) 4- 'xl^(x)-\- 

On donne le nom àe fonction de Bessel à la somme de la série 
entière 

f . iirLJL._(iz 1 

<J yyy^ "^ 1 . 2 . . . /Il [_ i.(/n-+-i) 1 . 2( m -h I ) ( m -h 2 ) J' 

dont le rayon de convergence est infini, et on représente une telle 
fonction par Jm(^) (*)• C'est dans un Mémoire sur les pertur- 



(*) La défioitioD des fondions de Bessel au moyen du développement de Tex- 

ponentielle c* V '/a été proposée par Schlômilch {Zeitschrift fiir Mathematik 
und Physik, t. II, iSS;, p. i37-i65). 
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bâtions planétaires (*) que Bessel a été amené à considérer ce 
genre de fonctions; mais auparavant, Fourier, dans sa Théorie 
analytique de la chaleur (^), avait étudié la série précédente 
dans le cas où m = o. Les fonctions de Bessel sont appelées par- 
fois aussi fonctions cylindriques, à cause de leur importance dans 
les recherches relatives au potentiel d'un cylindre; elles se pré- 
sentent également en Mécanique céleste, dans la théorie du mou- 
vement elliptique. 

Le terme général de Jm{^) ^st 



i.'2.../i.i.a...(/n-hn)* 



si l'on y remplace m par m — i, on voit que le terme de degré 
m 4- 2/1 — I de J„,.,(x) est égal à 



.a.../i.i.2...(m-+-/i — I)' 



enfin, si Ton substitue m -h i à m, et /i — i à /j, dans le terme 
général de Jm(^)) on obtient le terme de degré m -h 2/i — i de 
J«+j(^)7 c'est-à-dire 

2/ 



(_,)n-l 



i.2...(/i — i).i.a...(/n-4-/i) 



La forme de ces deux dernières expressions montre qu'en ajoutant, 
puis retranchant les termes correspondants de J;„_j(j:) et J;„4.i(x), 
ces fonctions vérifient les égalités 



2 /7t 

J;„-.l(3r)-h Jm+i(a?)= -—2m(s:)y 
X 



ces deux relations sont caractéristiques des fonctions de Bessel. 



(») Abhandlungenvon Friedrich Wiihelm Bessel, éd. Engelmann» t. I, p. gS. 

(') Œuvres de Fourier, éd. Darbuux, t. I. p. 33a. On pourrait faire remonter 
Toriginc des fonctions cylindriques jusqu'à Daniel Bernoulli et Eulcr qui les ont 
rencontrées incidemment. 
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La première donne successivement 

Ji„-.,(x)-4- J|„(X)= 2— ^ J^., X , 



d'où 



c'est-ii-dire 

D'autre part, de la seconde relation on tire 

d'où 

en retranchant cette dernière relation de la relation analogue 
trouvée précédemment, on obtient 

c'est l'équation différentielle des fonctions Jm(^)i dite équation 
de Bessel; elle a été donnée par Bessel dans son Mémoire déjà 
cité sur les perturbations planétaires (*). 

Nombres de Bemoulli. — Soit 
cette expression peut se mettre sous la forme 



^ = ô 



'X tf*— I 



Le fonction étant dévcloppable en série entière de premier 



(*) AèàmMdiuHgem von Friedrich Wilhelm Bessel, éd. Engclmann, t. I, p. 97. 



IV. — FONCTION EXPONENTIELLE. II7 

terme non nul, il en est de même de son inverse (p. 96-98), 
et, par suite, de y; mais, y ne change pas quand on remplace x 
par — x; il en résulte que Ton peut poser 



2 e-*^— 1 '1.2 '1.2.3.4 ' 1.2. ..2/1 '** 

d'où 3 dU^< 'i^AtS X '^f^ ^'^ *^^ 

-(-l)«2«nB„-p^!^-... (1). 

Or • 

(ex-_e-x)(««+u=-j, (eX4-c-')i"" =2, 

(gx_g-a:)(^««) =0, (C' -+-«-');*"■'*' =0; 

alors, si Ton désigne par z la fonction 

e'-h e-' 

en prenant la dérivée (2/1 -f- i)'*"® des deux membres de l'égalité 

on trouve, pour x = o, 

2n4-_i „„. (7/1-4-1)2/1(2/1-1) _,, 

l 1.2.3 " 

(2/l-*-l)2/l . 
1.2 ** 

mais 

5l,««' = -(-l)«2«'»B„, «•o««-«) = -(-l)«-l2««-»B„_„ ..., -8;=2ÎB„ 

et, en substituant, on voit que les coefficients Bq, Bf, B2, . . . ^ B„ 
vérifient là relation de récurrence 

I I .2.3 



/ N« ,(2/l-hl)2/l ,„ , . 

-+-(— l)«->^ ^ 2«B,-h(— l)'»2/l = O, 



(*) £uLRR, Institutiones Calculi differentialis, partie 3, | 114. 



/. .■ 



'^ l-'i ^\^ ^^n rj., 1; ' ..' 



K-\ 
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relation (|iii pcrniel de culculor successiveinonl H,, IL, .... On 
obtient (If celte manière 



.,=1. 


»'-3o' - 




.»'=;• 


»'=è' 


•'6= -..— > , 


,"'~h 


».-ï:j 



Les nombres Hi, Bo, .•., B,,, ... ainsi déterniinés ont élé 
appelés par Moivre et Kul(*r nombres de /irrnou/li, du nom de 
Jac(|ues Ikrnoulli ipii en iil usage dans son Ars conj'cciandi {*). 

La somme des puissances des nombn's entiers peut s'exprimer 
au movcn des nombres de lîernoulli. Soll, en eflet, 

^' k I -t- e*- -h <fSJ--i-. . .-t- t' «-*•'; -<^ 
on en déduit 



^y/' = |/' -f. ■//' -. . . . .f. ( /i — I )/•. 
<"'•«'- I 1 

« 

- = /l ~h /l' T- /!■' — „-+-.... 

-r 1.7 \ .i.S 

e--* — I .» 1.1 I .'2.3.4 

on peut donc poser f^[ l[ r 'A'^nV^/'l^ 4V' ' ' " 
.."- ^ j^ = «0 -f- rt I j* -t- « j j:- -r- . . . "h a,, jr/' - . . . , 

V le cocnicicnt itp élant donné par la relation 



d*où 
Or 

mais 

et 



''"" l.'i. ..(/I + 1) 'A i.-A.,.p i.v». i.A...(/; — I) 



i'aillcurs u \ 



d'ailleurs 



(*) Pfertitt a« ehap. III, p. 97. — Lu IhIiIu des Gj prciniors noiiibrcs du Der- 

liftilé ealcnlée par Adam», /ourMaZ/ii/- </iV reine und an^^ewandtc Mnthe- 

^mtmhSUULYf 1878, p. 369^73. On duità Kly une hihlio^rupiiiir ^{vs iioiiibres 

■ovUi; voir: American Journai 0/ Matliematics, i. V, ib^i. p. ij8a35. 



^ ;: 
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H9 



* i ■ 



par suiie, si Sp désigne la somme des puissances ^î*"" des n — i 
premiers nombres entiers, on a 



'^ p-hi 2 ^ i.z ^^^ ^^^ ' 1.2.3.4 



(M. 



Ainsi 



H-2-h3-+-...-h(n — i)=— — -, 

2 a 

î ^ a « H- 3 « H- . . . -+- ( /i - I )« = ~ - — ^ ^ , 

J 2 o 



l'-+-2'H- 3'H-...-h(/l — l)'= -7 h -;-> 

4^4 



I*-4-2*- 



,5 2 3 > , 3o 



. X. . ;;; r. 



:...^,':......;,..r,..4'..A> j ^^-^ 



/2 



On déduit immédiatement de l'expression de Sp que la limite, 



pour n =00, du rapport 



..-+-(/l-l)f' 



est égale à • Ce résultat^ entrevu par Archimède, puis retrouvé 

tour à tour par Cavalieri, Fermât et Roberval, est intéressant 
pour riiistoire des origines du Calcul intégral. 

Poljrnômes de BemonllL — On nomme polynôme de Ber- 
noulli, et Ton représente par Bp{x)y tout polynôme s'annulant 
avec X et vérifiant la relation 

oii p désigne un entier positif ou nul (^). 



(*) Cette formule est énoncée sans démonstration dans VArs conjectandi 
(p* 97); pour en faire ressortir l'utilité, Jacques Bernoulli prétend avoir calculé 
intra semi-quadrantem horae la somme des lo'*"^' puissances des mille premiers - 
entiers, et il en donne l'expression 

91 409 924 ^4' 4^4 ^3 4^4 ^4' 9^4 ^1^ ^00. 

A l'aide de ce résultat, le lecteur pourra, s'il le désire, vérifier l'assertio^^ de 
Hernoulli. ^^l »/ 

(•) Nous avons cmpranté cette définition des polynômes de Bernoulli, ainsi qu?'- 
l'exposé de leurs principales pn>priétés, à un travail d'Appell publié dans les Nolt- 
velle* Annales de Mathématiques, 3* série, t. VI, 1887, p. 3ri-3ai. . 7 



'h M' 



I. / 

• 
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Soit m le degré de B^(j:); la diflTérence 

B^(xH-i) — Bp(x) 

est un polynôme de degré m — i; mais, cette diflTérence étanl 
égale à xP^ son degré est />, par suite m =^-f- i, et Ton peut 
poser 

si Ton forme alors la diflTérence B^(x-|- i) — By,(x), en égalant à 
Tunité le coefficient de xP et annulant les coefficients des autres 
puissances de x, on obtient 

I î.l 

I I . -'. 1.1.3 

■i.\^_|-4- JA^_i-H 4 Ap_,-r-...-»-/>A|-l-(/>-+-OAo= o, 

Ap-4- Ap_i ■+■ kp-t -- • . .H- Al -4- Ao^ o; 

CCS équations permettent de calculer A», A,, ..., A^, et, par 
suite, de déterminer le polynôme B^(x). 
Si, dans la relation 

Bp{x H- I) - B^,(jr) = xP, 
OD remplace X successivement par o, i, 2, 3, ..., /i — i,on trouve 

B^(i)— B^io) =0, 
Bp(a)-B;,(i) = i/', 
B,,(3)— Bp(u) ^iP, 



4*oft 



B^(n)— Bp{n- i) = ^/i — i)/», 
B^(ii) = 1^-4- •1''-+- 3/» -4-. ..-+-(« — i)'». 

DU da |K>Ijndme B^(x) sont ^donc les mêmes que 
de n dans le développement de la somme 5. 
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des puissances />**"** des n — i premiers nombres entiers; par 
suite. 

Ainsi, les nombres de Bernoulli Ggurent dans l'expression des 

polynômes By,(a:); c^est pour cette raison que Raabe les appela 

polynômes de Bernoulli, 

La relation 

B^(i)-B^(o) = o 

montre que tous les polynômes B|(^), B2(^), ... s^annulent, 
non seulement pour j: = o, mais encore pour a: = i . 

Si Ton change maintenant ^ en — x dans la relation qui défi- 
nit B^(d:), elle devient 

B^(l— 37)— B;,(- X) = {—\)PXP. 

Soit 

Pp(a:) = (-i)P-^iBp(i~x); 

le polynôme Py>(^) est de degré p -{- \\ il s'annule pour x = o, 

car 

P^(o) = (-i)P-^«B,,(i); 

et, de plus, il vérifie la relation 

P^(a7-f-i)— Pp(a?) =xP. 

On en conclut que fp{x) est identique à 8^,(0:), de sorte que 

Bp(ar) = (~i)P-*-«Bp(i-ar). 

On déduit immédiatement de cette relation que B^(^) est une 
fonction paire ou impaire de j; — -» suivant que p est impair ou 
pair; en eflet, si Ton pose 

t ='x » 

2 



on a 
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Formule sommatoire d'Euler. — On a vu (p. 1 16) que la fonc- 
tion 

r 



^ = 



e'— I 



est développable en série entière pour toutes les valeurs de x 
comprises dans un certain intervalle; la variable restant à Tinté- 
rieur de cet intervalle, on peut donc poser 

^ = Ao-f- A|ar -f- AiX*-+- 

Il suffit, pour déterminer les coefficients Ao, A|, . . . , A^, — , 
d'effectuer le produit 

et de régalera x\ on obtient ainsi les relations suivantes 
Ao= I, 

Ao A| Aj 



I . 2 . i 1.2 1 



Ao Al Aa— 1 

H -r :-f-...H ^^ =0, 

1.2.../? I.2...(/? — l) I 



relations qui permettent de calculer successivement les inconnues 
Aoi Al, . • ., A^, .... D'ailleurs, il est facile de trouver la solution 
générale de ce système, car (p. 117) 



^ I B| - B| . . Bji 



«'— I 2 1.2 1.2.3. 4 *" 1.2. ..2/1 

d'où 

Af^i, Ai = 9 Ai= — * A)^o, 



• • * 



1.2 



el, à partir de n = 1 , 



At»4.|-0, A,« = — (-l)"^ .2....2W 



,--J!^ 
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Ces résultats une fois établis, on en déduit très simplement une 
formule fort importante découverte par Euler. 

Soil f{x) une fonction dérivable, ainsi que ses 2/1 premières 
dérivées, dans un intervalle (a:, x -\- h)\ si l'on pose, pour abréger, 

A/(^)=/(ar-f-A)-/(ar), 
et, en général, 

on a, d'après la formule de Taylor, 
^ j\ f ^j \ / , .^y V / i.a...2n"' ^ ^ i.2...(i/n-i) 



^.Jj AA/'(x)= ^ /.(,)^...^___^!l_/.«,(.)+X, 



.V-ï 



1.2. . .2/1 






le coefficient \p étant défini par Tégalité 

Xp=/««-^t'(x-+.0^/i), o<Op<i. 

Or, si Ton multiplie ces équations respectivement par 

^0» Al» •••» Aj/i-i, •••! 

et qu'on les ajoute, on constate immédiatement, en se reportant 
aux relations vérifiées par ces constantes, que les nombres 

se trouvent éliminés; par suite, en posant 



p=l 
on a 



*/-(») = A/(x)- ^ A/\x)+ M! V(x)- --?**- A/-(x)+. . . 
c'est la formule sommatoire d^ Euler ( * ). 



(*) Commentarii Academiœ Scientiarum imperialis petropolitanœ, t. VI, 
1732-17331 p. 69. Cette formule est très souvent attribuée à Mac Laurin. 



lEOHl 
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La démonstration précédentej que nous donnons d'après 
J. Tannery (' ), est due à Malmslén (^). 

L'expression du rasle Raa+iC^) p^tit se mettre sous différentes 
formes; lorsqu'on parvient à reconnaître que Tune ou Tautre de 
ces estpressîons tend vers zéro pour /^ ^ x, la formule d'Eulcrse 
transforme en une série; mais cette circoûstance ne se présente 
que très rarement. 

Dans le cas où Ton suppose que/(:r) est un polynAme de degré 
inférieur à 2« + i^ le reste disparaît de lui-même; en partant de 
celte remarque j on retrouve sans peine Tex pression générale du 
polynôme de Bernouili B//(^) { ^ ). {*\ 'l '^ '^ 

/♦ 

Nom Ha e e. 
Le nombre e (*) est la somme de la série convergente 



-...-h 



ULi- ,.rt 



OU Lien encore la limite, pour n = oc, de l'expression 

Le oombrc e joue un rôle prépondérant dans la Science; la 
propriété fondamentale et caractcrisiîque de la fonction exponen- 
tielle de ne pas élrc ahérée par la dérivation, lui donne, en effet, 
une importance vtfritabtemenl exceptionnelle dans les opérations 
analv tiques. 



Si Ton pose 



i.ï<.,rtR^+,= 



ifi-i-ij^n-h'i} 



tnlroduetion a la théorie dew f onctions d*une varitUfie, p» 333-356. 

i. ^.i' . J^TkS'umnt Introduction à la théorie de^ fonctians d*un€ variable^ 

^-'» f'TTlcr qui a îniroduil 1^ Iplire t* pour dtisigricr ce nombre {Corn- 
mtm Sciffntiarum tmpt^riaiU pctropalitanm, t, IX» 17^7, p. lao). 
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les termes du second membre sont respectivement moindres que 
ceux de la progression 



/i -f- 1 ( /i -h I )* * * * ' 

dont la somme est -; par suite, on peut mettre le reste ^n^i sous 
la forme 





R/i-»-t = ■ 



1.2. . .n n 



en désignant par un nombre positif inférieur à Tunité. Ainsi, 
pour /i = 2, on trouve 

5 

on a donc 

2<e<3. 

Irrationalité du nombre e. — Le nombre e est supérieur à 2 
et inférieur à 3 ; par suite, il n'est pas entier. II n'est pas non plus 
fractionnaire. En effet, si on le supposait égal à une fraction irré- 
ductible T> on aurait, en s'arrétant au terme de rang m -|- i, 



a I I 

= n- - 



, — 1 -i^ — -T- — |- ... -j- r- — , 

o I I . '1 1 . 2 ... m 1 . 2 ... m m 

or, si l'on prend m supérieur à 6, et que l'on multiplie les deux 
membres de cette égalité par le produit i«2.../7i, on peut la 
mettre sous la forme 

ni 

les nombres A et B étant des entiers positifs; mais il est inadmis- 
sible que le nombre entier et positif A — B soit moindre que 
Tunité. Le nombre e est donc irrationnel (*); sa valeur avec vingt 



(') La première démonstration de ce résultat est d'Euler {Commentarii Aca- 
demiœ Scicntiarum imperialis petropolitanœ, t. IX, 1787, p. iao-121). 
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décimales exactes est 

e = a, 718281 8a8459o45i3536... (»). 

Irrationalité des puissances entières du nombre e. — Soil 



•^ I i.a 


-f-...- 


x'^ 


' 1.2. ..m' 


on en déduit 






<^— V I 




j" 


xm-*\ 1 .1. . .(m -H 1) 


1 .2. . 


,.(m-4-2) 



I .2. . .(2m -4-/> -H I) 

Or, si Ton observe que 

l'application de la formule de Leibniz donne 

le poIjnAme /{:t) ayant ses coefficients entiers. 
D'autre part 



a-m-Hl x*»-^» X*» 1.2 X'"-» I.2...mX 

par suite, 

en désignant encore par g{x) un polynôme à coefGcients entiers. 
Enfin, 



d^ r x*-*-p * 1 

àx*" L 1.2. . .(2 i?i -+-/>-»- i)J 



I x^ 



(/>-+- m -+-!)(/>-»- iM -f- 2)... (/>-»- 2m -4- ij 1.2. ../>' 



(*) Le nombre e a été calculé arec ao3 décimales par William Sbanks dans les 
ProetediMgs 0/ tke rayai Society 0/ London^ t. VI. i85o-i8S4, P- ^97. Boorman 
€• a éomwA la Talevr dans TAe maihemaiical Magazine, t. I, 1SS4, p. 30|, 
avec 346 décùnalcs; tes chiffres coaconient arec ceux de Shanks jufqn'i U 
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mais, pour toute valeur positive de p, on a 



< 



(/> H- m-+-i)(/) -+- w-i-2)...(/>H-am-+-i) (m-M)(m-4-2). . .(am-i-i) * 
en supposant x positif, on peut donc poser 

dx"*^ jià i.a...(2WH-/>-+-i) "" (m-hi)(m-f-2)...(2m-f-i)' 

le nombre étant compris entre zéro et Tunité. 

Si l'on donne maintenant à x une valeur entière et positive, en 

admettant que e^ soit égal au quotient ? de deux entiers a et 6, 
on aurait 

6 aar' '»-»-* 



af{x) — bg{x) = 



(mH-i)(w-hi)...(aw-+-i) 



Comme le second membre est positif et non nul, il en est né- 
cessairement de même du premier; or, le coefficient de peut 
être considéré comme le /w**"" terme d'une série convergente; il 
résulterait alors de la relation précédente qu'en prenant m assez 
grand, son premier membre, qui est un entier non nul, serait 
arbitrairement petit, conclusion inacceptable; donc e* est irra- 
tionnel, quel que soit l'entier positifs?. 

Cette belle démonstration est due à Hermite (*). 

Transcendance du nombre e* — On établit la transcendance du 
nombre e en démontrant qu'il n'est pas susceptible d'être racine 
d'une équation telle que 

AoC"-*- AiCW-'H-...-!- A/n-ie-4- A;„= 0, 

les coefficients Ao, A|, . . ., A;„_i, A;„ étant des entiers dont le 
dernier n'est pas nul et peut, d'ailleurs, toujours être supposé 
positif. 



( ' ) Faculté des Sciences de Paris. — Cours de Af. Hermite rédigé en i88a 
par Af. Andover, 4* édit., p. 73-74. L'irrationalité de e* a été démontrée au 
XVIII* siècle par Lambert au moyen des fractions continues dans les Mémoires de 
r Académie royale des Sciences et Belles-Lettres [de Berlin]^ 1761, p. 3i4-3i5. 



Soie 

vn tU'uii^niint l)»r // un nombre premier et supérieur aui entiers 
Am <•< /w» Si /• e»t le degré de f(x)^ le poljnâme 

ekt lui-même de d<'gré r, et satisfait a la relation 

V(x)-'¥'{x)=f(x)\ 

alor», Tapplication de la formule des accroissements finis â la 
fom!tion ^ 'F(jr), dans Tintervalle (o, x), donne 

e-'?{r)^¥{o) r-z — xe-^'/i^x), 
i*t, par «uite, 

d*oii| pour une valeur cntU^re n dq jfc, 

i»n ponant 

Soient n et A \os maximums respectifs des valeurs absolues des 
prt>duita (i — .r)(u— x). ..(m — x) et x(i— x)(2 — x)...(m — x), 
<|uand X varie de o à m; on a, n étant une valeur entière de la 
variable dan» Tintervalle (o, m), 

lue»*»-*» AtB>|^ «rtr» '^ ' -: 

lomqiie /> devient infini, le produit nae'' reste constant, taodii 

que IVxproAMon -_j , considérée comme terme ^néral 

d\tne *éne convergente, tend vers léro ; 9„ désignant uo nombn 
|>«vikilif arl^itrairement petit, on peut donc déterminer un eniier />j 
lel que^ i |\artir de/> = p^, on ait 

l>r^ »i IVquation 

^^r- • Vif* »- ... ■ \,„ ,f- A., - o 
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esl supposée vérifiée, on en déduil, après avoir multiplié parF(o), 

AoF( m) -H A, F(//i — I) -i-. . .-t- A;;, F(o) 
= — ( AoX,rt-+- A|X„i_î -h. . .-+- A/„_|X|); 

mais on peut prendre/) suffisamment grand pour que, t étant po- 
sitif et arbitrairement petit, on ait simultanément 

m I Ao| m I A,| //* \ A,„_, | 

il en résulte 

lAoF(m)-H A,F(/w-.r)^...-r- A;;,F(o)| < j. 

Une telle inégalité est impossible. 
En effet, 

F(n) =/(/i)-f-/'(/i )-+-... -f-/î'-)(/i), 

et, rentier 71 étant au I^M^égal à niy soit 

o(x) = a:-/'-»(i - Jr)!'. . .lW— 1 — x)/'(/i -h 1 — x)i», .Jm—T)/*; 
Texpression du polvnùme/(j") devient 

(n — T)P 

si Ton applique la formule de I^eibniz, on trouve alors 

i.îà. . .(/? — \)f^^Hx) -- ((/i — arj/'l^ ©(:r)-+- - [( « — x)PY*^-i^o'(x) 

H ^ l{n—x)/'Y^-^'o''(x)-h...-^(n'^x)P9'*^'(.r): 

pour j; r=: /i, les p — i premières dérivées de f{oc)^ toules divi- 
sibles par n — j:, s'annulent, el, quant à une dérivée d'ordre p -\- q 
de y(x), elle se réduit à 

comme le coenicient binomial qui y figure est un entier et 
que ^(^) est un polynôme à coefficients entiers, le résultat est 
un entier nul ou non nul divisible par />, et il en est de même 
de F(/0 dont tous les termes jouissent de cetle propriété. 

r.. ., 
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iJ'aiilrc j)arl, 

F(0) =/(0 )-r-/(0)-T-. . .-h/t'-(0), 

Cl, SI Ton pose 

^(x) = [(i — jr)(-2 —x),,,(m — x)]t*, 

on peut inellre/(jr) sous la forme 

en prenant la (l<;rîvétî A**^™', on obtient 

I. >.. . .ip - g/i* (X) = [jT/'-J 1^ .^/(x)-+- - [xP'^l^- »'^^'(T) 

pour X = 0, l<?s p — 'À promirres dérivées de/(x), toutes divisibles 
par x, s^annulenl; quant à h {p — 1)*""", elle est égale à 

/f/'-»'(o) ~<Ko) = (i?5i...//ij/', 

nombre entier (pii n'est ni nul ni divisible par />, car /? est pre- 
mier et supérieur à //i ; enfin, une dérivée d'ordre p — iH-y se 
réduil, pour x r- o, à 

nombre entier <pii est nul ou non nul divisible par p, puisque 
i(./) a ses coeriicienls entiers. Donc, en définitive, F(o) n'est ni 
nul ni divisible par/?. 

Ainsi, le premier membre de Tiiié^alité 

jA„F(w)-f- AiK(//i — i)-i- ...-f- A,;iF(o)| < 7. 

les réductions une fois faites, est un entier non nul. En effet, 
d'une pari, F(i), '' (O* • • - ''('") ***"'' ^'^'^ entiers ou nuls ou non 
nuls di\i<«ibles par/;, et, d'autre part, A;„F(o) est un entier ni 
nul ni divisible par/>, piiiscpie le nombre premier/; est supérieur 
à reiilier \„i non nul par bvpothese, et que F(o) n'est ni nul ni 
<li\isible par/;; comme il est inadmissible qu'un entier détcrmiinr 
non nul soil arbitrairement petit, on ne peut siip|M)srr (lue le 
nombre r e^i iil^ébri«|U(' : il esl donc transciMiduiil. 
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C'esl Hermile qui le premier a établi la transcendance du 
nombre e (*); la démonstration précédente, entièrement diffé- 
rente de celle de Hermile, est due à Hurwilz (=*) et à Gordan (*), 
mais son principe se trouve déjà dans les travaux antérieurs de 
Stielljeset de Hllbert sur le même sujet. 



FONCTION a-'. 

Soient a une constante positive et a: une variable; le symbole a^ 
représente : 

i" Le produit de x facteurs égaux d a^ si x est entier positif; 

a" Le radical ^aP, si x est le quotient — de deux entiers positifs 

pclq; 

3" La limite de la variante a^", si x est irrationnel positif, en 
désignant par x^ une variante rationnelle positive avant x pour 
limite ( p. i4) ; 

4" Le rapport — > si j: est négatif et égal à — n. 

Ainsi , quelle que soit la nature du nombre x, le symbole a-^ a 

une signification précise. 

L'équation 

e^ — a = o 

n'a qu'une seule racine réelle, positive si a est supérieur à l'unité, 
négative si a est inférieur à l'unité. En effet, lorsque x varie de 
— x> à -h x>, la fonction e^ varie de o à -f- oo, et, comme elle est 
continue, elle passe par toutes les valeurs intermédiaires (p. 19), 
et, en particulier, par la valeur a; de plus, elle n'y passe qu'une 



(') Sur la fonction exponentielle (Comptes rendus hebdomadaires des 
séances de V Académie des Sciences, t. LXXVH, 1873). Celle découverlc de Her- 
mile qui, d'après Painicvé, surpasse toutes les autres, « apparaît comme un roc 
isolé et splcndide dans le domaine presque inexploré des incommensurables ». 

(AlTKI.L). 

(-) Démonstration de la transcendance du nombre e {Comptes rendus 
hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences, l. CAVI, 1*^93, p. 7S8- 

7>^0). 

( ') Afathematische Annalen, t. XLIII, i8;)3, p. 'i'.»2-j2j. 



« = <«- 
liittiie: <die f^ Jta^ji Ê t^ par fiii!. les lêiMifx ^^ifmtek. EI&^ «ss À«»c 

«tt BiW^'MweaMat 4e la foi ml «': car. 4e ortie relatîos os 
4^t4m§l «aftf f^time, par es p ro tcAê 4osl «« a 4éîà bit ssa^ 
p, tfÂ^ur-^ •. qse. po«r lo«te lale^ de x et de «. os a 

/ «X =/' . , 

4''/«. pr>«r Mf = I. es dr»4^manl par a la rosstasle po$àtiie/'M -, 

/ X = •- . 

Il j a lîea d'ob^^r^er que par là i f ie se mMiv« établie la 
d'^ot la démoo^tratîoo directe e<a d'ailleors facile. 



ApplicatiOB. DéisoMti ■tios gteérmle de la 
— !>oîeDl 

m» m — I- «m — p — i> _ mi m — i tu — » — ii 

f^m> — \- <i|X -»- a,x'-^ . . . — ci^x^ — . . .. 
f(n=^% — hiT ^^ b^T^ — . . . ^ hpX^ — . . . 

•orii 2iliM>lijm€nl conver«:entes pour toutes les \alour> de x iiitê- 
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Heures à rinlervalle (—1,4-1); leur produil est de la forme 



d'ailleurs 



c 



p = ap -h ap-i 6| -H a^- 1 6j -4- . . . f- bp 



D'aulre pari, 

si Ton ajoute ces relations après avoir multiplié la première 
par bq et la seconde par ap_g^ on trouve 

pap-gbg = {m — p -^ q -+- i)ap-ç^ibq-h{n — q -hi)ap^qbq-u 

et, en donnant à q les valeurs o, 1 , 2, ...,/?, on obtient succes- 
sivement 

pap= (fn—p-h i)ap-i, 

pap-ibi=: (m—p -+- i)ap-ibi-h nap-i, 
pa,,-ib^ = {m —p -i- 3)ap-36,-4-(n — i)a,,_,6,, 



/?6;,= (n— /?-f-i)6^_,, 

d'où, par addition, 

pCp = (m -f- n —p -4- r)c,,_i ; 

or, C| est égal à m -h /i, on peut donc poser 

iC| = (m -+- /i), 
2Ci= (m-h n — i)r,, 
3cj= (m -4- /i — 2)cj, 



d'où 



pcpzzz (m-Jt-n— p -+-i)c;,-|, 



(m-H/i)(m-f-/i — i)...f/?i-+-n— /1-+-1) 

'^ t,'X...p 



ce coefficient est celui de a:^ dans/(/?i -h /i), par conséquent 

/(m)/(n) =/(//! -+-/1). 

La série/(m) est une fonction continue de m pour toute valeur 
de X intérieure à l'intervalle ( — i, + 1), car, x ajant une valeur 
déterminée comprise entre — 1 et -f- i , elle est uniformément 
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coDvergent€||)ar rapport à m. En effet, soit M un nombre positif 
arbitrairement grand; quel que soit m à iMntérieur de Tinter- 
vallc( — M, -h M), les valeurs absolues des termes de la série /(/>i) 
sont inférieures aux termes correspondants de la série positive 
convergente de terme général 

M(M^,)...(M^/i-,) 

Il résulte alors de la relation précédente que /(//?) esl de la 

forme 

/(m) = a'", 

en désignant par a une constante positive; pour m = i, on 

trouve 

a = I -+- J", 

par suite, pour toute valeur de x comprise entre — i et -f- i et 
pour toute valeur rationnelle ou irrationnelle de /??, on a 

, ,^ m /M(m — i) , /?i(m — i)...(/w— />-f-i) ,, 

(l-H.r)'« = H x-\ -X^-h. ..H xP-h 

I 1.2 I . i . . ./; 

Otte démonstration absolument générale, puisqu'elle s'ap- 
plique même au cas où l'exposant est irrationnel, est duc en pritt*» 
cipe à Euler (*); elle a été signalée par Cauchj (^) et drv(*li)ppé€ 
par Abel (^)dans son célèbre Mémoire sur la série binujiifale^ 



Logarithmes. 



H. 




Soit a une constante positive; on nomme logarithme 
nombre positifs, dans le système de hase «, le nombre^ tel 
que l'on ait 



(') A'oii Comtnentarii Academiœ Scientiarum imper ialis petropolitanœ^ 
I. Xl\, 1771, p. io3-ii I. 

(') Cours d'Analyse de l* École royale polytechnique {Œuvres complètes, 
0' »*^rif. l. IH, p. i/|i-i'ja et p. i46-i'i7). 

(') Htcherches sur la série i -^ jr -+- X'-f ... ((if.UK'res com- 

ptrtes. rd. L. S>In>\ rt S. Lie, I. I. p. :>''6-.i j»'^- 
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ce nombre jK se représente par le symbole logaX^ qui s'énonce 
logarithme indice a de x\ on a, par suite, identiquement 

Tout nombre positif a un logaritbme et n'en a qu'un seul. En 
effet, si m est l'uoi(|ue racine réelle de l'équation 

e-^ -- a = o, 
on a 

et celte équation n'admet aussi qu'une seule racine réelle, puis- 
qu'elle est de même forme que la précédente. Si la base est supé- 
rieure à l'unité, le logarithme est positif ou négatif suivant que le 
nombre est plus grand ou plus petit que un; le contraire a lieu si 
la base est inférieure à l'unité. 

On déduit immédiatement de ce qui précède les résultats sui- 
vants : 



a>u 


logaO =— oc, 


\o^a I = O, 


loji:art=I, 


lojîaH- »=-+-«, 


a<i, 


logaO =-+-«, 


Ioî;aa= 1, 


loga 1=0, 


logrt-+-« = — ». 




On Hoir rinvenlion des logarithmes à Joost Biirgi (*) et à John 

ïîer, baron de Merchiston, plus connu sous le nom de 

r (-). L'un et l'autre se partagent la gloire de les avoir intro- 

iis [a Science; mais, si au premier est acquis le mérite de 

luvcrte de cet admirable instrument de calcul, au second 

lionneur d'en avoir compris la puissance et répandu 

i clioisit pour base le nombre e, tandis que Ncper adopta 



I 

sun inverse -• 
e 



(*) Les Tables de logarithmes de BUrgi, composées entre iGo3 et ifiii, furent 
publiées à Prague, en iO>o, sous le litre de Arilkmetische und geometrische 
Progress Tabulen. 

(') Neper a exposé ses recherches dans deux Ouvrages : l'un parut à Edim- 
bourg en i6i'i; il est intitulé : iV/ri/îct logaritkniorum canonis descriptio: 
l'autre, composé avant i6i4f fut édité, deux ans après la mort de Pauteur, par 
son fils Robert et par Henry Briggs. 

(^) Voir pour l'histoire de la découverte des logarithmes : Mouitz Cantop 
Vorlesungcn iiber Gesckichte der AfaChemafik. -i' éd., t. II, p. 7i>»-7'|H. 



l36 TIIKOHIK KLKMKNTAIRK DES SKRIKS. 

Propriétés des logarithmes. — i*" Logarithme d'un produit. — 
Le logarithme du produit d^un nombre fini de /acteurs positifs 
est égal à la somme des logarithmes de ces facteurs. 

En effet, soient ^r,, Xj, . . ., x^ des nombres positifs, et Vi, 
JK2' ... ,^'« '^"''s loi^îiril limes; on a 

d'oii 
c'est-à-dire 

a" Logarithme d'un quotient. — Le logarithme du quotient 
de deux nombres positifs est égal à la différence des loga- 
rithmes du dividende et du diviseur. 

Kn effet, soient .r,, x^ deux ncïmhrcs positifs, et J'i,.1'a leurs 
lo<;ui'itlinies; on a 

d'où 

«•'esl-ù-tliie 

I •''I I I 

l'»n' ^ - lojî^i — l<»}î'*s. 

3" Logarithme d'une puissance. — />• logarithme de la puis- 
sance ///""" d*un nombre positif est égal à m fois le logarithme 
de ce nombre. 

En effet, soient x nn nombre positif, et^' son logarithme; on a 

d'où, (|uel (|(ie soit m (p. i3u), 
e'est- à-dire 

en narliculirr, pour //i i-- — t on obtient 

ln;:./(V7' ^lo-„.r. 
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Logarithmes népériens. — On appelle logarithmes népériens^ 
ou logarithmes naturels, ou encore logarithmes hyperboliques, 
les logarithmes pris dans le système de base e. Ces logarithmes 
sont les seuls dont on se serve en Analyse; on les représente sim- 
plement par le symbole log. 

Logarithmes vulgaires. — Les logarithmes vulgaires sont les 
logarithmes dont la base est lo; cette base, adoptée pour la pre- 
mière fois par Briggs (*), présente l'avantage de rendre les loga- 
rithmes des puissances de lo égaux aux exposants; c'est pour 
cette raison que les logarithmes vulgaires sont exclusivement 
employés dans les calculs numériques. Nous les désignerons par 
la caractéristique Log ; mais on emploie ordinairement la notation 
log lorsque toute confusion est impossible. 

Transformation des logarithmes. — Soit y le logarithme d'un 
nombre positifs; dans un système de base a; on a 

X = a.> , 
d'où 

lo^ = y\o^, 



par suite 






o,syi. 



De même, dans un système de base 6, - Il C j( 

En posant fA/> C- /-> i/w // 

on déduit des égalités précédentes 

log6J^ = M logrt^; 

celte relation permet de passer du système de base a au système 
de base b et inversem.ent. La constante M est le module du sys- 
tème de base b relatif au système de base a, 

{') Les tables décimales de Briggs, intitulées Arithmetica logarithmica. 
parurent en 1624; mais, dès 1617, Briggs avait donné une LogarUhmorum Chi- 
lias prima, calculée en prenant 10 pour base. 



'f - ' 'l 
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Si l'on considère un au Ire nombre^, on a 

ïog^r = M logari 

d'où 

le rapport des logarithmes de deux nombres est donc indépendant 
de la base; en particulier, pour x = a et j' = 6, on trouve la 
relation curieuse 

Foaction logx, — La fonction logj; est la fonction^ déiinie par 

la relation 

x = er, 

où l'on suppose la variable x toujours positive. La fonction \ogx 
est donc l'inverse de la fonction exponentielle^ elle est uniforme, 
car tout nombre positif n'a qu'un logarithme. 

DérWée de logx, — Si l'on applique la formule des accrois- 
sements finis à la fonction 

X = ey\ 
< on trouve 

le coefficient de A^ n'est jamais ni nul ni infini si l'on suppose 

X dillerent de zéro et fini ; quand Ax tend vers zéro, il en est donc 

nécessairement de même de Aj^; d'autre part, la fonction c^ est 

continue, par suite 

, î 

c'est-à-dire 

I 

Limite de rexpression nÇ\/x — i) pour w = «. — Le nombre j: 
étant supposé positif, soit 

y = logar; 
on a, quel (|uc soit /i, ridcnlité 



1 > 
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d'où Ton déduit 

/Il n^ 1,7. /i' 1 . '2 . 3 
el, par suite, 

^"^ ^ I n i.i /i* i.'2.3 

quand /i devient infini, le second membre de cette égalité tendant 
vers j-, il en est de même du premier. Ainsi logx est la limite, 
pour 72 = 00, de l'expression 

nC^x — i). 

Cette propriété de la fonction logj-, que l'on pourrait prendre 
comme définition, correspond à la propriété de l'exponentielle e^ 
d'être la limite, pour /i==oo, du binôme 

Développement de logd-i-a-) en série entière. — La dérivée 

de iog(i + x): ^ , , /; ../:,^, 

peut se développer suivant la série entière 

/'(.r) = i — ir-+- j:2— a73-r-...-h(— i)«-*ar«-»-|-..., — i < x<i; 
commey(o) est nul, on a donc (p. 95) à^ ^ ^l 

cette série, qui vraisemblablement doit être attribuée à Mer- 
cator ( * ), est convergente pour a: = i , mais elle ne l'est pas pour 
^ = — i; d'après le théorème d'Abel, la limite de log(i-i-x) 



(*) Logarithmotechnia . . , j Londini, ifiW. En celle même année 1668, James 
Gregory publia ses Exercitationes geomeli'kae, Ouvrage qui renferme, outre la 

série de Mercalor, le dcvcloppemenl do log . 



É.JM.Î 
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pour j; = I , est égale à la somme de la série pour j: = i , par suile, 



, I I I I 



ainsi la somme de la série harmonique alternée est égale à log2. 



Calcul des logarithmes. — Soit a; un nombre positif inférieur 
à l'unité; on a . 



Iog(i-ha:) = 



log(i — ^) =— - 



X ar' 



, d'où , ., ^-:^-L 

SI 1 on pose , 1 ^ ' ' 

r ledévaeloppemenl préc«'dcnl devient ~^ 

U'^ iog(/.-*-A)=W« + -[j;r^ + 3(-^7irnî7^i(ï«T7r)î"^'--J' 

cette série, d'autant plus convergente que n est plus grand, 
permet de calculer successivement les logarithmes népériens des 
nombres. Ainsi, pour n = i et /< =: i , on obtient 

on réduit d'abord eu décimales les fractions i|t ^t ^t ^» 

chaque quotient se déduisant du précédent au moven d'une di- 
vision par g; les dix premiers termes donnent 

log2 = 0,693 147 1806 

Pour /i = 5' et A = 3, on a 

log..28 = 3log5^2(^-4-l^^ 
or, i!>-8 = 'j.''; par suite, 

1 - :i •'/ ^ ^ ' 3* _^ 
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d*où, avec dix décimales exactes, 

log5 = i,Go94379r24 

Pour /i = 5.2* el A= 1 , on trouve 

log8. = 4loga + log5 + ,(^-f-i-^'- +...); 

mais 81 = 3% de la relation précédente on tire alors 

log3 = loga+llog5+i(^ + i^, +...). 

Le logarithme de 4 ^st égal au double de celui de 2; pour avoir 
log6, il suffit d^ajouter log2 et log3; et ainsi de suite. 

Le calcul .des logarithmes vulgaires nécessite d'abord la re- 
cherche du module. Ce nombre est l'inverse de logio; or 

logio = log2 -♦- logj, 
par suite 

M = o,434t»9448i9.... 

Si l'on considère maintenant le développement 

Log(/» -i- A)= Log/i-h9.M j -h - J-— H-... , 

pour n = 10' et A ^= 24, on a 

Logi024 = 3-i-iM| - ; -+-i -^-+-..1; 
° L';iOA4 J •2014 ■* J 

mais 1024 = 2***, par suite 

_ , 2IVI f -iî 1 24* 1 

° ' 10 [•2024 3 2024' I 

On calcule Log3 en faisant n = :i*^ ei h = '^i; on obtient ainsi 
Log656io = i6Log2 -- 2M [75^^ -^. • ] , 

et, comme 656io = io.3'', la relation précédente donne 
Log3 = ,Log,-i + |[^g-^...]. 



i stiîlc. 
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Le logarithme de 4 ^^l égal au double de Log2; et ainsi de 



Les opérations deviennent d^autant plus simples que n est plus 
élevé; ainsi, pour n = loo et /i = i, la formule 

7.M I aM 

^ 20I 3 -iOI» 

suifit pour obtenir Logioi avec dix décimales exactes; à partir 
de looo, on peut se borner aux deux premiers termes seulement. 

Les logarithmes des nombres entiers successifs étant calculés 
jusqu^à un entier déterminé, il reste à voir comment la table ainsi 
formée permet d'obtenir les logarithmes des nombres qui n'y 
figurent pas. Soit donc x un nombre positif dont la partie en> 
tirre Xq se trouve dans la table; si Ton pose 

en désignant par j', r© et l'i les logarithmes respectifs de x^ Xq 
et Xo -4- 1 , on calcule y au moyen de la relation approchée 

Or, diaprés la formule des accroissements finis, 

r,— .»•„== M- jT , o<0,<i; 

|>:ir siiilr, lu viilciir approchée ilo )- |»;ul se illettré sous la forme 

tandis que la valeur exacte a pour expression 



l'erreur commise est, en consécjueuce. 
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elle est moindre en valeur absolue que 






et, à plus forte raison, plus petite que 

M 

puisque h est inférieur à l'unité. Dans le cas des logarithmes vul- 
gaires M= 0,434*^'. . . , et, pour Xq> 10000, l'erreur est moindre 

que -^; par suite, elle ne dépasse jamais une demi-unité du hui- 
tième ordre décimal. 

Constante d'Euler. — Soit w \ 

on a 

logn = log -f-log - -h...-f- log r-> 

par suite 

p,= (7-K'^)-^(;-Iog-'j+...^(^-lo,^)^logiL^; 

le dernier terme de celle somme tend vers zéro; d'autre part, si 
l'on pose 

comme - 7^ - ^, ^^ - u(m.^pj ^ ^v 



Iog(/i -î-i) — log/i = -^^-q' o < 0<i, 



on en déduit 



«"<i; 



la série de terme général — est convergcnle, il en est donc de 

même de la série positive de lerme général i/„; de là résulte quep,, 
a nécessaircmcDl une limite 0. Celle limite est connue sous le 



y 
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nom de ronsianie d'Enter (•). Elle joue dans la ihéorie de la 
fonction gamma un rôle analogue à celui du nombre t: dans la 
ihéorie des fondions circulaires (*). 
Les lermes de la série positive 

sont développables suivant les séries convergentes 

1 , / I . I I II II 

I , I \ I I II II 



ces développements, saufle premier, sont absolument convergeais. 
D^ailleurs, la série positive de terme général 

Il II II 
7/1* 3/1* 4 "• 

€94 coo%'ei^eute, car, d*aprés la formule des accroissements finis, 
on a 

log I I ) - O >^%\ I, 

égalité dont le second membre est inférieur à 
Si donc on pose 



I 

n. n — I 



,, ». 3* 



( ■ > C^mmt mtarii AoÊttemur Sciemiiarum impmaiis petropoiùaMœ^ t. Vil, 

(') Oa pc«t coasallcr, poar l*lii«>UMre et et nomtrr ix-Irbrr. U M<MK^npbir 
paèNèe yar GUbWr <b«» The Mestemtrr of MatkrttHthrt. t. I. i^-?. p. sS-lu cl 
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en appliquant le théorème des séries de séries (p. 48) aux termes 

de la série p, on trouve 

Sî S3 84 

/ • • • » 
i 



P=T- 3 



formule découverte par Euler (*). 

Les sommes S2, S3, S4, . . ., qui se présentent en Analyse dans 
d'importantes questions, ont été calculées par Euler (2) jusqu'à Sic 
avec seize décimales, puis par Legcndre (') jusqu'à 835 avec seize 
décimales également, et enfin par Stielljes (*) jusqu'à S70 avec 
trente-deux décimales. Ces constantes une fois déterminées, le 
développement précédent, bien qu'il converge lentement, peut 
servir à évaluer le nombre p; Euler a trouvé de cette manière sa 
valeur avec cinq décimales exactes. Mais, il existe des procédés 
beaucoup plus avantageux^ donnant rapidement une grande 
approximation. C'est ainsi que Shanks (^) a obtenu la constante 
d'Euler avec 69 décimales exactes; si l'on se borne à vingt déci- LCAA^ 
maies, on a 1 l^ . 1 ^- 

= 0^ 'j77 2 1 3 r)( )4 90 1 532 860 60 ... . r: i**^^ "^ / ^^ /^ 

Application. Formule de Cesàro. — Soit s,, la somme des n j J Z 
premiers termes de la série harmonique; si l'on considère le 

•ff-. r.MWitfc» 



développement 






















•Jt 


, n -\- i 


= 


n 


- 


ï 


«» 


H- 


5 


1 




■"'' n — 1 


/*• 


el, 


si Ton pose 





















d'où 



I , /J -r- I I 

Un-l = " l«»JÎ s 

*>, // — I n 



I n 

u„-i = - loj; 



V* n — A n — I 



1,3 I 



(') Commentarii Academiae Scientiarum imperialis petropolitanae, t. VII, 
1734-1735, p. i5()-i57. 

(') Institutiones Calculi differentialis, partie 2, § 151. 

(=*) Exercices de Calcul intégral sur divers ordres de transcendantes et sur 
les (quadratures, t. II, p. 65. 

(') Acta mat/iematica, l. X, 1887, p. 3o<)-3o2. 

( ■) Proceedings of the royal Society of London, i86i)-7o, I. WIII, p. '19. 

Ci. lu 
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on voit que la somme S/,_| des n — i premiers lermes de la série 
de terme général i/,, a pour expression 

S„_, = -log ^ Sn-\-\\ « ♦ Z 



rv-^ & n 



r M >/ 



la limite s de S/,, pour Al =00, esl donc ^ ; ^ . ^' J 



S = -ioîî- 
•1 'ji 



par suite 
D'autre part, on a 

c*est-à-dire 

.1/1 2 I \ 

on constate facilemenl que la somme des n — i premiers ternies 
de la série positive dont le terme général est le second membre 
de celte inégalité a pour expression 



I •> <» W ( /i -+- o 
le reste 

I 
(> /t (^ n -1- I ) 

étant nécessairement supérieur au reste correspondant S — S„_, 
de la série de terme général //„, il en résulte 

el l'on peut poser, 6 étant un nombre compris entre o et i, 

s„ —- ? ^ lojî v^/Hfi -t- 1) — - 



G /l ^ /4 ■ 



Celte formule, due à Cesàro (•), permet de calculer, d'une manière 
lrt*s approchée, la somme s„ des n premiers termes de la série 
harmonique. 



(•) Mathesis, t. I. i>i**i. p. i43-i44. 
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EXERCICES. 



1° Quelle est la somme de la série 

X IX \x 



e* -r- I <?*•* -h I e*-^-+- » 

GOMES TëIXEIRA. 

2** Soit 

éliminer par dérivation les constantes A, B, . . ., L. 

IIermite. 

3" La série 

n— 00 
nrri 

est-elle uniformément convergente dans Tintervallc (o, i)? Montrer que 
cette série est dérivable pour toute valeur de x. 

Darboux. 

40 Établir la relation 

TODHUNTKR. 

5* Démontrer que tout polynôme P(a:), de degré />-hi, peut être mis 
sous la forme 

V{x) = Xo-+- X|Bo(a:) -+- X, B, (>)-+-.. .-+- X;,+,Bp(j7), 

en désignant par BoCar), B|(iF), ..., hp{x) les polynômes de Bernoulli et 
par Xo, Xi, Xj, . . ., X;m-i des constantes. Calculer ces constantes. 
Cn particulier, 

"^ ïTrTj Bj(a^)H-...-+-^--j — B^(x)- 

Appell. 
G" Ktudier la série de terme général 

(,_v/i)(a_î^)...(»_-^). 

E. Caiien. 
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70 Calculer les limites, pour /i = 00, des expressions 

I nrt T^ 

n 

^V^(/l-+-l)(/H-'l)...-2/ï. 

Laisant. 



8« Déterminer la limite de l'expression ey, où x est le nombre de chiffres 
de y supposé entier, quand y croit indéfiniment. 

Examens oraux de l*École polytechnique, 

9* Démontrer que logx ne peut être égal à une fonction rationnelle de t. 

LiOt VILLE. 

10* Étudier la série 

I t I 



(loga)/» (log3)/» (log/i)/» •• 
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V. 

FONCTIONS CIRCULAIRES. 



On donne le nom de /onctions circulaires à des fonctions 
transcendantes que Ton représente par les symboles 

cosa:, sioar, tangx, cota?, séca:, coséca?, 

symboles qui s'énoncent: cosinus x^ sinus Xy tangente x, cotan- 
gentexj sécante Xj cosécantex; la variable x s'appelle Varc ou 
Vangle x. Les deux premières de ces fonctions peuvent se définir 
par des séries entières; les autres s'expriment en fonction decos^ 
et de sinx au moyen des relations 



sin X 

langa; = » 

"^ cosar 


cosa; 


sin X 


1 

sec X = » 


coséco? = -: 



cosa; sinar 

Nous étudierons surtout les fonctions cosx et sinx. 

Définition de oosa: et de sina:. — On désigne par cosx et sinx 
les sommes des séries entières 

/pî /p4 a?''* X T, 

X x^ a?» j7î»-<-i .*'. . t, -^ 

i»'^* 7-7X3-^ ,... 3.4.5 -••^^-'>" ..».3...(»« + .) -^--- » tr 

dont le rayon de convergence est infini. Ces séries ont été consi- '^ "v' 

dérées pour la première fois par Newton (*); elles définissent 



(') Aiialysis per aequationes . . . { Isaaci Newtoni.., opuscula mathema- 
lieu, C(i. Caslîlloii, t. I, p. 3a). 
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cosx comme fonction paire de x, el smx comme fonction im- 
paire de X] par suite 

cos(— X) = cosa:, sin(— -J") = — sinx. 

Dérivées de cosx et de sinor. — Si Ton pose 
u = cosx, p = s'mxy 

en dérivant, on trouve 

m' = — sinx, u' = — cosx, u" =z sinjr, u'*=cost, 
1»'= cosar, 1»' = — sioar, 1^"' = — cosx, v"=8inT; 

les dérivées successives de cosx et de sinx se reproduisent donc 
de quatre en quatre. 

Formules d'addition de cosor et de sinar-. — On a, quels que 
soient x et A (p. 88), 

., h . /i» h^ . h^ 

co^ix-k-n) = cosjr sin x cosxh rrsinx H ^—, cosx — . . ., 

I i.a i.2.i 1.2.3.4 

. , ., . /i h^ . A» A* . 

sin (ar-h/ï) = sinxH — cosx sin x r-cosx h r-r^m x-+-. . ., 

I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 . 

c'est-à-dire 

cos(j" -h h) = cosxcos/i — sinx sin/*, 

sin(x-+- h) = cosxsin A -+- sinarcos/i; 

ce sont les formules d^ addition des fonctions cosx et sinjr. On 
peut les vérifier au mojen de la multiplication des séries. 

Relation fondamentale. — La première des formules d'addition 
donne, pour /i = — x, 

co5*x H- sin'x = i; 

cette relation, dite relation fondamentale, permet d'exprimer 
cosj: eu fonction de sinx et inversement. 

Application. Dérivée de tangx. — Soit 

__ sin x^ 
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on U 

, cos*j:* -h sin'a^ 
y = ; > 

la dérivée de tangx est donc 

,_ I 

•^ "" C0S*J7* 

Limite du rapport pour a? = o. — Si l'on considère la série 

enlière 






1.2.3 1.2.3.4*5 ' I .2. . .(2/1-+- l) 

dont le rayon de convergence est infini, pour j; = o sa somme se 
réduit à Tunilé; il en résulte, d'après le théorème d'Abel, que le 

rapport '■ a pour limite l'unité lorsque x tend vers zéro (*). 

Nombre tt. — Si l'on pose 

x[ JT^ ] .r« r x^ 1 

^'"^=7['-^J-^ ,.2.3..1.5 ['~iï:^J-^" 

"^ i.2...(4/i-+-i)['""(4^-H2)(4/i-i-3)J'^"" 

on voit que sina;est positif pour toutes les valeurs de x appar- 
tenant à l'intervalle (o, 2); la fonction coso; est, par suite, dé- 
croissante dans cet intervalle, sa dérivée — sino; y étant toujours 
négative. D'autre part, 

X* a'* x^ r a^* 1 

1.2 1.2.3.1 i.2.3.4.a.6L 7.8J 

.r '•'»-« r a?* 1 

i.2...(4/i — 2)[' (4/1 — 1)4/* J '"' 

de sorte que, pour x=2, toutes les différences entre crochets 
sont positives, tandis que, pour cette même valeur, le trinôme 
formé par les trois premiers termes est négatif. Ainsi, la fonction 
continue cos^ est positive pour o; = o et négative pour x=2; 
elle s'annule donc pour une valeur intermédiaire, et pour une 
seule, puisqu'elle est constamment décroissante. On désigne par 

(') C'est à Cotes que l'on doit Tcvaluation do celte limite. 
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la lettre t: le double de cette racine (* ); de la relation 

cos*a7 -f- sin'j: = i, 
on déduit alors 

• "^ _i_ 
sin — =z!= i; 

1 



or, on ne peut admettre que sin- soit égal à — i, puisque, dans 
Tintervalle (o, 2), la fonction sinx est positive, par suite 



7: T. 

cos - = O, sin - = I, 
et Ton tire des formules d'addition 

coslx-\ j = — sinar, sin ( :r -h — ) = cosj:, 

d'où 

cos(jrH-r) = — cosx, sin(j7-f-r) =— sinx, 
et enfin 

cos(j7-f- 2 71) = cosar, sin(j? -h 27:) = sinar. 

D'une manière générale, 

co%{ikTz -f- jr) = cosar, cos('2A h- 1 tu- j?) = — cosar, 

sin (îAnr -+-ar) = sin 37, sin (2X' -ht tt -+- j:) = — sin x, 

tang(A'7: -f- ar) = tangjr. 

Une fonction /(o:) est périodique s'il existe un nombre h tel 
qu'elle ne change pas, quel que soit x, quand on j remplace x par 
jr-{- A, de sorte que 

f{x-^h) = f{xy, 

la plus petite valeur de h vériGant cette relation se nomme la pé- 
riode. 

Les fonctions cos^c et sinx sont donc périodiques (*); le 



(*) L'usage de la leltre t: pour désigner ce nombre remonte à Barrow, géomèlre 
anglais du xvii* siècle (Iscuici Barrow,., LectioneSy Londini, i683-i684, p. 343). 

(^) « G:Ue propriété importante manifeste d'une manière toute particulière la 
diiïérence de nature des fonctions qui la possèdent, avec les fonctions ration- 
nelles et algébriques..., et leur imprime leur caractère le plus apparent, en 
quelque sorte, de fonctions transcendantes. Cest d'ailleurs par la périodicité que 
les sinus et cosinus interviennent dans presque toutes les questions de l'Analyse, 
depuis les études qui ont pour objet les propriétés abstraites des nombres entiers, 
JQflqu'aui applications du calcul à la Physique et à TAstronomic ». (Hermite, 
Coure d*Analyie de l'École polytechnique, 1. 1, p. 4«) 
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nombre n est leur demi-période. C'est là certainement la véri- 
table définition de ce nombre, dont l'importance dans la Science 
est comparable à celle du nombre e, importance dont ses innom- 
brables propriétés analeptiques peuvent seules faire concevoir 
rétendue. 

Irrationalité du nombre ?:. — Soit 







sina:- 

7 = —-; 


si Ton pose 






•>'* = ~î-^'' 


yi = -^yi. 


JK,= -^/, 



yn^-zr'n- 



ou a 

Vi = — ; (sina? — x cosj:'). 
x^ 

yt= -- [(3 — J*') sinj^ — 3j"Cosir], 
^8= — [(i5 — 6x') sinx — {\Sx — ar>)cosx], 
et, en général, 

^"» = ^"Ti t/^"^) sina? — gi,x) cosar], 

en désignant par f{x) et g{x) des polynômes à coefficients en- 
tiers, et de degrés /w et m -^ i ou m — i et /w, suivant que m est 
pair ou impair; pour le vérifier, il suffit de supposer la relation 
établie pour ^p,, on constate qu'elle subsiste pour j^;„^.i ; or, elle 
a lieu pour les valeurs i, 2, 3 de m, elle est donc démontrée pour 
toute valeur de cet indice. 
D'autre part, 

x^ x^ 



d'où 



ou 



I . u . 3 I . u . 3 . 4 • 5 

I / a** x^ \ 

1 / x* x^ \ 

_ I / _ £i ^* _ \ 
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el, en général, 

par suite, 

/(x, .inx - ffU) cosx = -^--.-^^--_ S, 

en appelant S la somme de la série alternée convergente 



i 



2 ( 2 //i H- 3 ) ' '2 . 4 ( 2 m -h 3 ) ( 2 /m- 5 ) 



Soit S2;) la somme des 2/> premiers termes de cette séries si Ton 
suppose 

' 2(2m-f-3)^''' 

inégalité qui est satisfaite quand x est égal à -» valeur comprise 
entre o et 2, on a (p. 42) 



-^ <S„,<i; 



2(2 m -h 3) ^~*'' 

ainsi, la somme S est positive et ne dépasse pas Tunité. 

Si maintenant on admet que - est égal au quotient — de deux 
entiers a, 6, le polynôme /(x), dont le degré est m par exemple, 
devient, pour x = - y une fraction ayant pour dénominateur a'" 
et pour numérateur un entier A, de sorte que 

A = a '" , .^ ^ , S ; 

1 . 3 . D . . . ( 2 f/l -h I ) 

le second membre notant pas nul, il en est de même de Tentier A ; 
or, Je coefficient de S peut être considéré comme le m*^"* terme 
d'une série convergente, et, puisque S ne dépasse pas l'unité, il ré- 
sulterait de la relation précédente que, en prenant m assez grand. 
** ntier positif non nul A serait arbitrairement petit, conclusion 

Oiissible; donc -> et par suite i:, est irrationnel. Il en est de 
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même de son carre; car, le polynôme f{x) ne contenant que des 

puissances entières de x'^^ si Ton y remplace x^ par — supposé égal 

au quotient de deux entiers, on obtient la même égalité finale, et 
un raisonnement identique est applicable. 

C'est Lambert (*) qui, le premier, a prouvé que le nombre ti 
était irrationnel; plus tard, Legendre {^) a fait voir qu'il en était 
de même de son carré; enfin Lindemann (')a établi que le 
nombre tt est, comme le nombres, un nombre transcendant. 

La démonstration que nous venons de donner, remarquable par 
son élégance et sa simplicité, est due à Hermite (*). 

Variations de cos^r et de sinx. — .Le tableau suivant indique 
les variations de cosx et de ^\ï\x\ le sens de ces variations est 
donné, dans chaque intervalle, par le signe de — .sin:r, dérivée 
de coso:, ou par le signe de cosj:, dérivée de sin j? : 



1' 


— 27: 




St 
x 


— t: 




'1 


o 


j cosx. . . 


I 


décroît 


o décroît 


— I 


croît * 


o croît 


I 


( sinx. . . 


o 


croît 


I décroît 


o 


décroit 


— I croît 


o 


i' 


o 




7r 


ir 




3r 
1 


27 


l sxnx . , . 


I 


décroît 


o décroît 


— 1 


croît 


o croît 


1 


o 


croît 


I décroît 


o 


décroît 


— 1 croît 


o 



Arcs correspondant à un cosinus , à un sinus ou à une tan- 
gente donnés. — Soit Xq un arc déterminé; on se propose d'abord 
de trouver tous les arcs qui ont pour cosinus le nombre cosj^oi 
c'est-à-dire de résoudre Téqualion fonctionnelle 



cos^- — cos J'y = o; 



( ' ) Mémoire sur quelques propriétés remarquables des quantités transcen- 
dantes circulaires et logarithmiques {Mémoires de l* Académie royale des 
Sciences et Belles- Lettres [de Berlin], i-jijiy p. 260-322). 

(') Éléments de Géométrie, Noie IV. 

(^) Ueber die Zahl 7:, dans les Matlicmatische Annalen, t. XX, 1882, p. ai3- 

225. 

( ♦ ) Faculté des Sciences de Paris. — Cours de M. Hermite rédigé en iM 
par M. Andoyer, 4« éd., p. 74-7'>. 



i56 
or, 

cos 



TilKOHIK KLKMKNTAIRK DKS SEHIKS. 



/ .r — ./•„ y - .To \ Jr -h Tn ./• - - J'y . J* -h .r„ . /• — ./„ 
( — — H 1 = cos ros siii sin - » 

\ •>. •-» / 2 '^- •-* » 

/X-^Ta ûr—Xn\ ^ -r- ^« *r - -^ri • •/*-+- .r,, . ■'' — .'*„ 

fos ( ) = ros ros h siii mu ; 

\ '1 7 / 7 JL f. } 

si Ton Tciranche la seconde de ces relations de la premiùro. on 
voit que Tcqualion à résoudre revient à celle-ci 



. X -^ X^ . X — Ttt 
SIII SIII— - 



en désignant par A' un entier positif, nul ou négatif, on déduit de 
là, diaprés les variations de sino:, 



'1 1 



d^où la solution générale 

T = aArr ± To, 

On verrait de même que les arcs correspondant à un sinus 
donné sinxo sont compris dans les deux formules 

X = ( 7 A* H- I ) :r — j^Q. 

Enfin, si tang wTo est une tangente donnée, les arcs dont la tan- 
gente est tangxo sont fournis par la relation 

X = ki: -hxo. 

Représentation géométrique de cosx et de sinx. Longneor de la 
drconférenee. — Si Ton pose 



CD en déduit 



X = cosâT, Y = sioar, 

X»H-Y«=i, 



p^rcofi^équctil k point M(Xt Y) décrit, qudnil x \arie, une cîr- 
t!Qfiréri!Jiee de ccntie k roriginc CI de rajon cgal à runit^. 
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Soient Mo et M deux points de celte circonférence, correspon- 
dant aux valeurs Xq et x de la variable, et M|, IVI2, . . ., M„_, 




d'autres points, compris entre Mo et M, et correspondant à des 
valeurs croissantes Xi, x^t • • ., Xn-\ de x. On a, d'après la défi- 
nition de la dérivée, 

cosrTp — cosiTp^i = {Xp^x — Xp){s\nXp -H e ), 
sinoTpH-i — sina?p= (irp^.l — a?p)(cosa?p-»- tj), 

les infiniment petits e et 7) tendant vers zéro en même temps que 
la différence Xpj^^ — Xp\%\ donc on désigne par OLp cette différence 
et par p^ la corde M^M^^i, en ajoutant les relations précédentes 
après les avoir élevées au carré, on peut poser 

P/»= a//(n-e/»)i 

Pinfiniment petit e^ tendant vers zéro en même temps que a^, de 
sorte que les rapports 

Po pi P«-i 
— , — , • • •> 

ont tous l'unité pour limite; on en conclut que, lorsque n aug- 
mente indéfiniment, la fraction 

Po-Hpt-f->..-^p/»-i 
ao-+-a|-H...-f-a„_, ' 

qui reste toujours comprise entre le plus grand et le plus petit de 
ces rapports, tend aussi vers l'unité; mais, le dénominateur est 
égal à X — â?o, quelque grand que soit n; par suite la limite du 
numérateur pour /i = oo, c'est-à-dire la limite du périmètre du 
contour polygonal Mq, M|, . . . , M,|^|, M, lorsque ses côtés tendent 
vers zéro, est x — Xq. Cette limite, indépendante de la loi suivant 



la(|ii<Hle le aonibrc ries ci^tés du contour polj^onal inscrîl dan^ 
Farc MflM croît ifidénnimeri^ est, par délinilioii, Ia mesure de 
cel arc* Ain»!, le point Mi^ »e trotivant en A iur Taxe OX^ 1^ 
variables reprf'^sénte h int^siirc de Karc AM ; lorsque le point M 
vient à coïncider iivec B sur Taxe OY, cosx étant nul, h variable j* 

€Sl égale à -; par suite, le quadrant AB a ponr mesure ^t el la cir- 

conftfrence entière sitc. La signiitealmn gi^ométrique du nombre tr 
o^est donc que la simple eonséqueDce de Tune de ses propriété* 
ftnaljfLiqucs. 

Le nombre is étunl irrationnel^ le rapport de b circonférence au 
diamètre est iticoirtmeosyrable. 

On ** donné le nom de tptadrutnre flit efteié' ait problème <|ui 
consi»tcrait a construire, par rintermédiaire d un nombre bnî de 
droites et de cercles^ nn îiegineiit retailîgne de longueur rigou- 
roascment égale à celle de la circonférence, ei, par suite, un 
carré de wurface équivalente. La possibiliti- d'une telle conslruc- 
tiou serait démontrée si le nouibre % éLtiit stiscrptible d^éln 
racine d'une équalion algébrique à coeffieient^ rationneU. Celle 
question, <|ut, pendant quatre mille ans, agita Pesprit des géo- 
mètres (*)ï n^a été définitivement résolue qu*eu 1883; car I^inde- 
manuy en établissant la transcendance du nombre tî(*), a prouvé 
par là métne rimpossibiliié <le la quadrature du cercle au moyen 
de la régie et du compas. Il e§t d ^ailleurs facile de la réaliser en 
cmplojant une courbe tran,Heendanle (^). 

On voit, d'après les considérations géométriques qui vicnnenl 
d'être développécii, que les fonctions circulaires^ (elles qu'elles 



I ') Le prc*bliïmc de lu qnitilriitiMY du rrrclt* r^jt dijà poii"r ious sâ fî>riur ttjbt- 
tuellc tUu^ tfî Pa/nrea Hhtnd, le ducufiirnt muttit^uialÉqtie Ir plut iniiieti qui 

■oitition grtiMSiricmiinl ^pproctu^e. 

O m dette prruvc de Ia U'iinscrndiinc^ ûc 1: u<:dNnt»uerii giirrc d'iillfiir« I* 
nombre «te tt\x% qut cberrliet^t totijotir» lu quadi-Aturc du et^fck» cftr cenf ctd^^r 

eieni^ cl d'toi iiirprtA fumi- le^ ni«illiciji4ti<|'Ui:4 qti'MfiMtrie di'-(iK)ii<itrtitioii iti- ^lur^it 
dè»«riti<9r ■. (Ffl-ii Ki.KJ%t VmiJttxHCf^à tur irt AfuthcmatigtiC^ . , tr«tduUc« p#ir 

(•) V<f(r : V* Ki.En«t i^ttom tur cfittainet queâtmm d€ Geamétrie éié^tfM* 
iairt . Hdtttian fmaçniAr. . |i«r L <trics9, p.. «^t-«)6. 



V. — FONCTIONS CIRCULAIRES. 169 

ont été déCnies, ne diffèrent point de celles étudiées en Trigono- 
métrie. Il était cependant nécessaire de leur donner une origine 
purement analytique, et d'en exposer les principales propriétés 
en dehors des théories de la géométrie, afin de montrer que leur 
existence est indépendante de tout postulat (*). 

Multiplication des arcs. — La formule d'addition des fondions 
cosj: et sinj; donne successivement : 



COS2X = CCS* a? — sin^a^, 

cos3 j: = ces' a? — 3 sin* J7 cosar, 

cos4a: = cos^a? — 6sin*a? cos»a:-H sin*ar, é 

» 

sin^a? = 2 sina7 cosa?, 

sinSa: = 3 sina? cos^a? — sin'a?, 

sin4^ = 4 sina: cos'a? — 4 sin'ar ces a?, 



on est donc conduit à poser 

cosna? = cos^arn- ajsin*a7C0s'»-*ar-+- a^sin^ajcûs^-^a: -f-. . ., 

sin/ta? = n sina: ces'»-"* a: -f- assin'ar cos^^'a: h- assin'a? cos'*"*^ h- 

Si l'on suppose ces relations établies pour /i = m, elles sub- 
sistent pour n ^ m 4- I ; on le vérifie aisément au moyen des for- 
mules 

cos(n -h i)j? = cos/ixcosa: — sinnar sin ar, 
sin(n -+- i)a: = cos/ia? sinar -f- sin/ia:cosar; 

et, comme elles sont démontrées pour les valeurs 2, 3, 4 de n, on 
en conclut qu'elles sont générales. Pour déterminer les coeffi- 
cients ^2, «3, «4, «5, . . . , il suffit d'identifier les développements 
précédenis avec ceux que l'on obtient en les dérivant; on trouve 



(*) « Il y a un intérêt philosophique évident à introduire dans l'analyse le 
moins possible de données expérimentales^ et il importe par conséquent de don- 
ner des fonctions sina? et cosa: une définition qui repose uniquement sur la notion 
de nombre et n'emprunte rien à Tidée d'espace ». (Jules Tannery, Introduction 
à la théorie des /onctions d'une variable, p. i\'].) 



.^kOMA» ..ÂiljUiUtH». 



\ trr = - vn-r 



i:i"»-/u. • *•• ■"• : "• • "'■•*" i"iiT ■ ri 



i.. /»0flr« 'Mni'» 
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s'annule pour les valeurs suiva 


1 de degré n 


qui 


_{n -lU 
•in 


3ir Tz T Ztz 
'in -m in 'in 



i6t 



(« — l)7t 
' ' TT, J 



ce polynôme est donc divisible par chacun des binômes 

I ~ * 1 — — > • • •? I z=r=z — j 

sin* — sin* — cjnt ^ '^ 

an ?./i ^'" ,^ 

et, comme il se réduit à l'unité pour sin a: = o, il est égal à leur 
produit. 

Si l'on considère maintenant la fonction 



n sin^rcoso^ 



on voit qu'elle a pour expression un polynôme entier en sîn^c de 
degré n — 2 qui s'annule pour les valeurs suivantes de la variable 

(n -9.)7r 4?: ai: air 4t: (n — a)ir 

._ , •••» — — > — — » — y — » •••» ; 

an an an an an an 

ce polynôme est donc divisible par chacun des binômes 

sin*a? sin*a? sin*a: 
I — ^ , I _ . .__ , . . . , I - - _— ^r— > 

sin* --- sin* — sin* 'LT '^ 

an an ' .^^ 

et, comme il se réduit aussi à l'unité pour sin^c ■—. o, il est égal à 
leur produit. 

Si l'on remplace x par - , il résulte de ce qui précède que Ton 

peut poser, pour n pair, 

X 

sin* — 

'^ 
cosa? =11-- 



sin* — 



in y 



sin* - 
X Ti n 

sinor^n , sin - ces - 1 1 

n n \ . . a TT 

an 




G. 
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On obtiendrait de même, pour n impair. 




sinx = n sin — I i — 

•in 



11' 




sr \ / . ûT \ / or 

sin*— \ / sin'- \ / sin' — 



sin'-;;/ \ sin»~/ \ jijn'^-'-^ 



Déyeloppement de sinr et de cost en produits inânis. — On 
peut p<fter 



sinar = (2/1 -4- i) sin 




•2 /l H- I > 



La variable x ajrant une valeur déterminée, si m est un entier 
'jjr, supérieur à la valeur absolue du rapport -> en prenant n supérieur 

a m, les facteurs du produit 

I Mn' - I I sin' I I sm' - I 

L -j n -T- I — I L V. fi -i- I -J L -ji /i H- I J 

sont tous positifs et inférieurs à l'unité; par suite, le produit K,„, 
lui-même inférieur à Tunité, vérifie Tinégalité 

sin* — sin' sin' 1 

7 n - i 7 w -+- 1 9. w -r- I I 

~ m~rô?, ^ ~T7n"^'i)T. "■• -"^ . , HT. l 

îsin- -- sin* sin' 1 

•ji /* — I 'À n -i- 1 V, /i -t- 1 J 

Tous les arcs qui figurent dans Texpression précédente sont 
compris entre — -'- et -h -; or, quand x croit en valeur absolue 

I , t: , . sin j: , , ,». , ,2 . •, 

ne a -, le rai)i)f»ii - décroît de 1 a -, et J on a 
7 • ' .r T, 



-'f*- < sin'^ < ./•': 
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en a|)pliqiiant ces inégalités aux seconds termes des facteurs de 
!{,„, on obtient 

x^[ l I il 

-^ 4 L( m -i- I )* ( m -f- '2 )* n« J 

d'où, à plus forte raison, 

rî r 1 1 1 

R/H>i- j [;,!(;„ _^,)-^ (m-+-i)(m-+-2) -^•••J' 

c'est-à-dire (p. a8) 

4 m 

comme l\m est inférieur à l'unité, soit 

xi 

en désignant par 0,| un nombre positif moindre que Tunité et 
d'ailleurs variable avec x^ n et m; l'expression de sino: devient 
alors 

eu posant 

.r 




sin* 



2/1 H- I 



2/1 -h ly 

Quand /^ croit indéfiniment, le produit 

X 
(2/1 H- l)sill 



2/1 -f- I 



tend vers .r, et, pour une valeur déterminée de A', la Jiinite du 
rapport 



X 

SI 11 

2/1 -h t 

sin 

7. n -h I 



est -'-; quant au facteur i — 0„ - — , il a nécessairement aussi une 

liinile, puiscpTil est égal au quotient de deux expressions qui en 
ont une: mais 0„ seul varie dans ce facteur; donc O,, a une limitée, 
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et TexpressioD de sinx prend la forme nouvelle 

Si maintenant on fait croître m indéCniment, on trouve 

""'='(-S)(-^.)('-^')-' 

tel est le développement de sinx en produit înGni. 

On établirait de même le développement de cosx, mais il est 
plus simple de le déduire de la relation 



5in2J* 
cosjr = — : — : 



on obtient ainsi 

C05X=(,---,-j(,-_ )(,-^ ... 

Ces deux formules sont dues a Euler (■), qui les a démontrées 
au moyen de considérations d*un autre ordre. 

Le produit des deux expressions 

,,_f)(,_p...i,_i). 



a pour limite le rapport -^— t quand ^ et y deviennent infinis en 

restant égaux. Mais il en est autrement si/» et 7 croissent sépa* 
ri'ment au delà de toute limite, et Ton voit facilement pour quelle 
raison. 

Formule de Wallis. - Si dans l'expression 

-• 1..- ^ .|..- 



/'<?,■ *it*t>" l't !«-;/» <tni infimt'i tim f I. 5 



Ji . f. 'j-^'jlC. ii'^'f +IdJ.' /-i'^'é ii'^iU^ 



-y 
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on fait a; = -• elle devient ^ / 



le fadeur général de ce produit peut se mettre sous la forme 



yft» 



in — i 2/1 -f-i 



4/1' in in Ç Z.-^^---^ 117^4^) u^ , 

donc ITr Ur . ^ /A. .' 7"'/i /;^^ 

cette formule célèbre, à laquelle Wallis est parvenu par induction 

dans son Arithmetica injinitorum (* ), définit - comme la limite 

du produit d'une infinité de fractions alternativement supérieures 
et inférieures à l'unité. 

Déyeloppement de log -y logcosaretlog — — en séries en- 
tières. — Soient P,, le produit des n premiers facteurs de ^ » 

et Ru le produit des facteurs suivants; la limite de R« est l'unité; 
par suite, la valeur absolue de x étant inférieure à ir, on a 

i«,^r=i.»0-S)*'°«0-p.î)--'^^^'*"'^^*^^'''' 

Mais, pour toute valeur de x intérieure à l'intervalle ( — ii, 4- "î^)» 
les termes de cette série sont développables suivant les séries 
entières absolument convergentes 

'^H'-^O ="-' -""^^ "3Ï^ '— ^l' ^Jr] h.T,hV^3 

, ^('-rifj'^irl^v 

1 / ^* \ _ . ^* I a:* . I a?6 



(•) Johannis Wallis... opéra mathematica , l. I, prop. CXCI, p. 469. 
L' Arithmetica infînitorum a été publiée à Oxford en i655. \ 













■-•• -••iil*H 



»- -j-Ii^ 



' - i*-:**' •4- rviil Ui- ^Kir-jr •*;•* -c Uir?»»*-i'» 



ir * 



- JE" dl^^ Jit^ 
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Développement de jrcot^ et de tangj: en séries entières. — Si 
l'on dérive les développements 

T t T I T 

losrcosjr =— 2*~:r* ?> -^ar* — -i*— ^ar* — . . ., 

^ 71* 2 7r* 3 7:® 

on en déduit 

X 00157 = I — 2-4^* — 2-4 a?* — 2~ar« — .... -— it<a7<ir, 

TT* TT* 7:* 

T* T T* iz iz 

tanfi:^ = 2' — ^ a? H- 2* — ^ ar* -h 2'' -r ar* -f- . . . , <a? < -• 

On pourrait d'ailleurs établir par la méthode des coefficients 

indéterminés les développements en séries entières de jjcoto: et 

de tango: (p. 98), car 

cosar sina? 

xcoix=X'-r — > tancar = > 

s\nx ° cosa; 

rapports dont les deux termes sont développables en séries 
entières. 

Expression des sommes S]/» et Tm en fonction du nombre de 
Bernoulli B;,- — Soit 

" '-^A- ■-.- ■ jz r^J', 7.- -/.^ ',- •• 

Si Ton se reporte aux développements en séries entières de cos^ 
et de sinx, on reconnaît immédiatement que 

(cosarVo-'*^ = (—1)", ( si n a: )!,«'*■»■»> = (— i)«, 
(cosxy^'*^^^ = o, (sinar)i,*«> =0, 

par suite, en prenant la dérivée (a/i + i)**™® des deux membres 

de la relation 

j^sina: = arcosar, 

on trouve, pour a: = o, 



-4-(- l)«-«^ -^ J^î— (-l)'''2« = 0. 



li«^ Ti:i:i'12£ I.l£S£^7A:ftL l*£.i> f£13i.'!>- 

. - ■ — I »« .^ 









par cy>o«4Mpeol. 
Si. daiii U fonDoIe 



I 



Tt.= 5i.- -^5xx. 



- vil __ j --• t 



tX— ". — S.K 



B- • -, 



j »; ~ ' i« V iî 



/> 5- î» 



4 



-r* _ f I I 

é-i* :*• >* 4* 



i— ■ c-#r* rr-ïfjfutr r^oi-^rquaLEe? ont rlr lr»»uvé> par Eoler • -"i. 



r 

#* -.> C 'j m me ft tant Article nu <u ScKnt:arum^ tm pariai lâ f^ir:fjiU'.i^*i-*. ' \\\ 

'"'''"'' ' ' ' • m i.Hi sjur... 



A On n'a pas réussi jusqu'à ] 
( pour les valeurs impaires de n 



FONCTIONS CIRCULAIRKS. 169 

présent à déterminer la somme S, 



On obtient de même, au moven de la relation 



1 

J lof 



'1 "r:^.T2/i '^"^ 



les séries suivantes 



ir« 


j_. 


I -+- 


I 

"XZ. 


-f- 


' 


-h 


' 


-h. . ., 


8 






3« 




6« 




7' 




Tt* 






1 




1 




1 






r= 


I-h 


_ 


-h 




-i- 


— 


-h.. ., 


96 






3* 




5^ 




'-s 

/ 




it« 






1 




1 




1 








I -+- 




-+- 




-+- 




-h. . ., 


960 






3« 




5^ 




?' 











Lorsqu'on remplace les sommes S2, S^, Se, . . ., T2, ï*, Te, ..., 
par leurs valeurs en fonction de B|, B2, B3, . . . , les divers déve- 
loppements en séries entières précédemment établis deviennent 

, sinar B, a:» B, j-* . c /L X** < ..Y 






logCOSjr = - 2(-2«--l)~ 7.'('2^— I)" — 



•A 1.2 



:3.4 • •' 5. 



et 



log ?:^ = .^.1(2- i)~^ j_.^4(2Ï— I)- * ,—- 

° X 11.2 7. I . 2 . 3 . 4 

tangx = 2«(a«— i)B,--- -^ ^Ma^- i)B,— ^^ H-. 
1.2 I .2.3.4 









a:cotx = i-2tB,f--2*B,--^-- ...: , /- l $,:>-; -:^.7t 



1.2 



1.2.3. 






v\« 



;7 



ou bien, en efTecluant le calcul numérique des coefficienls, 'v . ^ • / r 



et 



.„g ~ _ 


6 


180 2835 


log COSJ- = — 


2 


"12 " 45 


i«g^^»£ = 


■3 ^ 


7T^ ^ (>2:r« 
90 28J5 


langx = a: -?- 


-3- -^ 


>.X^ ^ I7J-7 

i5 "^311 


r COlJ' = I - 




^v 2ar« 
T^ 9i5 
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Application. — On a déjà rencontré, à propos des nombres de 
Bernoiilli (p. 117), la série 

X 3-=:i-h7.*Bi a*Bj- 



mais son rayon de convergence n'a pas été déterminé; on peut le 
calculer de la manière suivante : 
On a 

par suite, si Un est la valeur absolue du terme général de la série 
considérée, on trouve 

«n ~ S,n îî*' 

d*oii, comme Sa/i décroit quand n augmente, 

Un ^^^' 

ainsi, lorsque x reste à Tintérieur de Tintervalle ( — ir, -I-îî), les 
valeurs absolues des termes de la série alternée vont constamment 
en décroissant; elles tendent d'ailleurs vers zéro; le rayon de con- 
vergence est donc égal à iz. 

Déyeloppement de xcosécj^ et de ^écx en séries entières. 
Nombres d*Euler. - Si, dans la relation 

jr. XXX 

xcosécr = — lanff — h - col -1 
1 ° •/ x a 

on remplace .r tang- et jccot - par leurs développements en sé- 
ries entières, on obtient 

x^ x^ 

XCi\SVilX — l-r('i«— u)Bi h(2^— 2)B, .___^-..., ^r.<x<:^T.. 

1 . 'i I • a . J . 4 



<^>uanl à la ronclion sécx, elle est égale au produit des fonc- 
tions - ^- rt .r cosrcx, louies deux dévcloppables en séries en- 
lirrr> à l'inlérirur do rinlcrvalle f — -» -r-); la fonction séc^ 
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est donc elle-même développable en série entière, pour les valeurs 

de X comprises entre et -f- -; elle reste d'ailleurs invariable, 

quand on y change ^ en — x^ et, comme elle se réduit à Tunilé 
lorsque x s'annule, son développement est nécessairement de la 
forme 

sécar=i4-ti hE, —7 -+-... -h L„ h..., <^< -; 

I .'2 I.'2.3.4 I.-2...'2/l '2 '2 

pour déterminer les coefficients E,, E^, . . ., E,/, . . ., il suffit de 
multiplier cette série par la suivante 

— ...-h(-ir 



1.2 I . '2 . 3 , 4 I . '2 ... -2 /l 

et d'annuler dans le produit le coefficient de x'^**; on trouve ainsi 

2/1(2/1 — !)_, 2/1(2/1-- l)(2/l — 2)(2/l— 3) ,, . . ., 

1.2 I . '2 . > . 4 



formule qui permet de calculer successivement E,, E^, ..., E,,, — 
Si l'on donne à n les valeurs i, 2, 3, . . . , on obtient 

I — E, = 0, 
1.3 p ,. 

().5., 6.5.4.3^ ,, 
'-T-2^»-^ 1:^^3:4^--^»=^' 

d'^^^'^ *** ' A^ -/J^f^.l 

E, = i, E,= 5, E3=6k ...; ^V gr rfof^l 

on voit que les nombres E|, Ej, . . ., E„, . . . sont tous entiers. 
Ces nombres ont été appelés par Sclierk nombres d'Euler; c'est, 
en efiet, Euler qui a calculé les neuf premiers (*). 

Lorsqu'on y remplace les coefficients par leurs valeurs numé- 
riques, les développements de xcoséca: et de sécj; deviennent 

ï • 7 . *J' . 

X cosec j" = I -f- - jr* -h ~- X* H . ■ x^-^. , .. 

() >bo IJI20 

sec X = \-\ — x' -h ---; x^ -k- x^-k-, . .. 

i 24 720 



( ' ) Institutiones Calculi dijfcrcntialis, piirlic _». Jj l'IÏ. La valeur «Ion née par 
K II 1er |»oiir K, c^l faut In e. 
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Développement de cotj* et de iangx en séries de fractions 
simples. — Si, dans la série entière 

- - coix = a -- X ^- 2 -J j:> -h '2 -- X» -T- . . . . 
X ic< ir* ir« 

on développe les sommes Sj, S4, Sq, . . ., puis que l^on groupe 
les lermes donl les dénominateurs forment les puissances paires 
successives d'un même multiple de tz, on obtient ainsi les pro- 
gressions suivantes 

5ir __^ 'AX ai-' 2T* 
iz^~"x* ~ r« '^ 1^ "^ Iz^' "^"•' 
i.r ___ •2J* 'xx* a.r* 



•2Jr __ 2X 'ZX^ 9.X^ 

/i*7:«- jr« ~~ n«ir* /i*r^ n»r« 



ces séries sont absolument convergentes pour toutes les valeurs 
de X intérieures à Tintervallc ( — -n, +^); d'ailleurs, dans cet 
intervalle, la série de terme général 



h^tJ — x^ 



est absolument convergente, comme on le constate en applicpiant 
une règle connue (p. i^S); par suite, d'après le théorème des séries 
de séries, 

_ I àT IX 2X 

* "~ ar tJ- x^ .|r*--j:* ijTz* x^ 

ou 

I I I 1 1 

col X = 1- — H . ...; 

X T. X n-rJ" 'ÀT, — X '/TT-r-P 

loi est le développement de cotxen série de fractions simples. Si 
Ton cliani;e x en - — x, on obtient 

lit I 

.r " — .r '] " X i " -■■ .r 



7 .#• 



i I 
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résultais que l'on peut aussi déduire directeinenl du développe- 
ment de i&ngx en série entière. 

Quand oa substitue x-\-tz ou x — Tzk x dans le développement 
de cota? en série de Tractions simples, la disposition des termes 
est modifiée, mais les sommes des n premiers termes, d'ans la 
nouvelle série et dans la série primitive, ne diffèrent que par 
deux termes, de sorte qu'elles ont des limites identiques; le dé- 
veloppement de cotx subsiste donc pour toute valeur de x. On 
verrait pareillement que le développement de tango; a lieu quel 
que soit a?. 

Si, dans le développement de cota:, on donne à la variable la 
valeur tîo;, on trouve 



iccotira? = — I 



X x—\ x-\-\ X — Il X h- 2 



(]ette formule est due, comme les précédentes, à Euler (*). 

Le développement en fractions simples de la fonction tangx 
donne lieu à une remarque intéressante. Les deux séries, qui ont 
respectivement pour terme général 



7: ir 

a: — (2/1-f- 1) - j?-h(a/i-+- 1)- 

•1 -À 

ne sont pas convergentes, mais, d'après ce qui précède, si Ton 
désigne par S,i et T,, les sommes des n premiers termes de cha- 
cune de ces deux séries, l'expression 

S,i -h T« 

tend vers — tango:, quand n augmente indéfiniment. Si l'on con- 
sidère maintenant les deux séries qui ont respectivement pour 
terme général 



j- — ( 'i /i H- I ) " ( 2 n -h I ) - 

2 9. 

et 



I 



- ( •;• /i -i- I ) f {2n -h i)-^ 



(') Introductio in Analysim injinitorum, t. I. îj 17.?, 171, 178, 181. 
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on constate qu'elles sont absolument convergentes; aussi, en ap- 
pelant Vp la somme des p premiers termes de la première et Q^ la 
somme des q premiers termes de la seconde, quelle que soit la 
manière suivant laquelle les nombres p et q varient quand ils 
croissent au delà de toute limite, Texpression 



tend toujours vers — .tangj:. Ce résultat est une application (Fun 
théorème très général dû à Mittag-Leffler (*). 

Développement de cosécor et de sécjr en séries de fractions 
simples. — On a 

coscca? = - tanc — i — col -> 
•a ^ -i 2 a 

par suite 






cosecx : 

ou 



I -ix ax IX 

COSCCJr = \ 1 — -T— T r H r . 



en remplaçant x par * — x, on obtient 



sec j- = / 



3?: 5- 

.. ^* ^ — « 



>\, dans cette reliition, on fait ^ = o, on trouve {voir p. i8()) 



I I 



( ' ) Act<i mathcniaticu, t. IV, i8K',, p. 8. - Voir : JuLKs Tan.neuv, Introduction 
à la thcoric des /onctions d'une variable^ p. i^ii-i^rj. 



r 



^'■(. 
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SÉRIES TRIGONOMKTRIQLES. 

On donne Je nom de série trigonomélrique à toute série de la 

ferme 

ao-f- ai cos6 -t- a^ cosaO -h. . .-+- a,» cos/i6 -i-, . . 

-h ôi sin6 -h 6j sin 26 -H. . .H- 6» sin nO -h. . .. 

On suppose ordinairement que les coefficients des cosinus et 
ceux des sinus ont le même signe ou sont alternativement positifs 
et négatifs; il suffit, d'ailleurs, de remplacer 6 par t: -f- 6 pour ra- 
mener le second cas au premier. 

Les séries trigonométriques jouent un rôle considérable en 
Physique mathématique. C'est le problème de la possibilité de la 
représentation analytique des fonctions arbitraires, dont la ques- 
tion des cordes vibrantes a été Torigine, qui a conduit à la consi- 
dération de ces séries. Les premières recherches sur ce sujet sont 
dues à d*Alembert, Euler, Daniel Bernoulli et Lagrange; mais 
la théorie des séries trigonométriques n'accomplit de progrès 
véritables que beaucoup plus tard, grâce aux travaux de Fourier. 
Depuis, cette branche de l'Analyse a été l'objet de nombreux 
Mémoires; il faut citer notamment ceux de l^oisson, Dirichlet, 
Riemann (*). 

Théorème. — Si les coefficients ao, ^i, ...,<2„, ... et 6|, 
/>2î •••? ft/o •••? supposés positifs, décroissent constanunent 
à partir d'un certain rang et tendent vers zéro, les séries 

ClQ-Jr ai cosO -h a2 costzô -h. . .-»- «« COS/tO -r-. . ., 
bi sinO -+- ^j sinvtO H-. . .-t- 6,; sin nO -f-, . . 

sont convergentes; mais, pour la première, il y a doute si 6 est 
multiple de 1T.. 

Soit d'abord 

S,t= «0-+- «1 cosO 4- lu cosjiO -h. . .-4- an-\. cos(/i — 1)6; 



( ' ) Voir, pour l'histoire des séries iriponomélriqucs, la Monographie de Sachse : 
Bulletin des Sciences malliématiques et astronomiques^ j' série, t. IV, 1S80, 
p. ii-'l'i et p. S3-II.?. 






^1 



rc>o 



,^„„^ y^y-//v^lCî.-4^J-2^ 



x-;t ^ :r'::r^ 



Jr-x* 






KéVtf* - 
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V. — FONCTIONS CIRCULAIRES, v^ I79 

Si l'on applique au terme général de cette ( série la formule des 
accroissements finis, on constate que sa valeur absolue est 
moindre que 7i(ar)", de sorte que la somme S^ des m premiers 
termes vérifie Tinégalité 




X-- ? 



X-- 



J 



^m\<-^ 2 («'•)^ 



S™|< 



-{ary 



rentier positif ou négatif le plus voisin 
lombre, compris entre et -i--» tel 



; a'«aro = a^H-0;„; flr;( * ^^m^ 6 r»i *. <^'/- î^^'-»!* '*"*". ^f 



ije^c^Mi,?/*- ^ fl.'^*^''H 



- a7 = Xo 



a"» 



1 nombre égal à rh i ; la différence x — x^di 
le la condition 



r ^>,uTr., r.;-. >. y, ' J^'^'' 






vers zéro, lorsque m croît indéfiniment, 
ibre entier a'^x ou a 
1 trouve, pour n^m^ 



ibre entier a'"x ou cl^ -\- e^ étant de même "^^ç^^^ . 



5te Rm relatif à S;„ devient 

I n = ce 

-; /' — ^^ 7 r«(i-i-cosT:0;n«''~"'). 






... ^ 
•osTrO,„)H-r'«-*-»(i-hcos:rO;„a)H-... ^ ^'•*'- «/^nr^ "''"' 

au moins égal à r"*, car tîO^ est compris entre 
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la dérivée de y par rapport axa pour expression 
,__ cosB — X 

par suite, y* est développable, à l'intérieur de l'intervalle 
( — I, -f-i), suivant la série entière 

^'= cos6 -4-arcos20 -1- j:*cos36 -h. . .; ^ 

comme y^ est nul, on a donc, quel que soit 8, v 

log(i — 2a?cos6 -ha:*) 2= _. cos6 -4- — cosaS -i- — cos36 -f-. . . / J 



t^- 



I 2 

— i<a:<i; 



quand x est égal à l'unité, cette série reste convergente, d'après 
le théorème précédent, pour toutes les valeurs de 8 non égales à 
un multiple de 27c. 

Fonction de Weierstrass. — On peut construire au moyen des 
séries trigonométriques des fonctions singulières dont le tjpe est 
la fonction de Weierstrass. 

Soient r un nombre compris entre o et i, et a un entier im- 
pair supérieur à - ; la série ^^/ ' ^ "^[! ^ ifffi^ilo^^^- 

cosTra: -h rcos7:aar-h r> cosTca'a? -h. . .-1- r^ cosTra^ar-h. . . 

est absolument et uniformément convergente dans tout intervalle, . 
ses termes ayant des valeurs absolues inférieures ou au plus égales 
aux termes correspondants de la progression 

I -h r -f- r> -h . . . -H /•« -h . . . ; 

la somme y (^a:) de la série est donc contin u e pour toute valeur de 
kvariable (p. 65). 

La fonction ainsi définie, imaginée par Weierstrass (*), pré- 
sente la particularité remarquable de ne pas être dérivable dans 
tout intervalle. En effet, pour deux valeurs x et x^ de la variable, 
on a 



f (or) — fixa) v^ co87ra«jr — cos7ta'»a?o X' 
: =z ^ r^ . ^ 

X — JTo ^Êà X Xq 



(') MathematUche Werke, t. II, p. 71-74 et «iS-aSo 

•r- • ■ 



X bn. ïïn"- V'* ^i^'^-'-^* ': ■ '-i» jt«' ":'' • ' ■-- ** 



y 






C>~^.é.%. 






^téê 






I 
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^ Cl -f- -: de là résulle 



lar — JTol 
et, à plus forte raison, 

|Rm|> \{ar)'n', 

par conséquent, il suffit de prendre 

ar> î 4 > 

pour que la valeur absolue de Rn, soil supérieure à celle de Sm ; 

|S„+R„|>|R„|-|S„,|, 

| /(ar)-/(ar.) l [a «_ 

X — j7o I I 3 ar — I 



(ar)"». 



Le second membre de celte inégalité croît indéfiniment avec m ; 
d^ail leurs, le rappo rt - — —-^ — — s^ le même signe que H;,|, c'est- 
à-dire le même signe que ( — i)*-"*''£;„, et, comme pour chaque 
valeur de m le signe de e^i est arbitraire, on^eiit faire tendre ce 
ra p port indifféremment vers +oo et — oo. La fonction continue 
/{x) n'a donc pas de dérivée si Ton suppose h / -^ - , eu *^/<^v 

3r 



I ■ ' 



La fonction de Weierstrass n'est pas la seule fonction continue 
qui jouisse de la bizarre propriété de n'être point dérivable dans 
tel ou tel cas (*).ll existe beaucoup d'autres exemples analogues; 
Darboux en a cité plusieurs dans son Mémoire sur les fonctions 
discontinues. 



(*) « Il y a cent ans, une pareille fonction eût été regardée comme ifn outrage 
, au sens commun. » (II. Poincaré.) Cependant, d'après Haire, « c'est par excf~^ 
lion (|u'une fonction continue admet une dérivée ». 

i 



A 
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Fonctions circulaires inverses. 

On représente par 
arc cosiF, arcsinrp, arc tangrr, arc cotre, arc séca?, arc coséca? 

les fonctions inverses des fonctions circulaires et on les énonce en 
faisant précéder du mot ave le nom de la fonction circulaire cor- 
respondante. Nous définirons seulement les trois premières de ces 
fonctions; les autres ne sont pas emplo^^ées. 

Définition de arccosrr. — On désigne par arccosx l'arc y dont 
le cosinus est x^ c'est-à-dire la fonction y définie par la relation 

X = cos J', 

la variable x ayant une valeur absolue au plus égale à l'unité. 

Lorsque y varie de o à tt, la fonction cosj^ varie de -f- i à — i, 
et, comme elle est continue, elle passe par toutes les valeurs inter- 
médiaires et, en particulier, par la valeur x (p. 19); de plus, elle 
n'y passe qu'une fois, puisqu'elle est constamment décroissante. 
Soit donc z l'arc unique, compris entre o et tt, dont le cosinus 
est x\ tous les arcs y^ de cosinus égal à x^ sont déterminés par la 

formule 

y = 2A-T:ifc-5; 

si l'on donne à k une valeur entière fixe après avoir adopté l'un 
des deux signes + ou — , quand x varie de — i à -f- i, comme z 
est une fonction uniforme de cette variable, il en est de même 
de y\ la fonction arccosjr admet donc une infinité de déterrai- 
nations uniformes que l'on obtient en donnant à k toutes les 
valeurs entières et en prenant chaque fois le signe H- ou le 
signe — ; mais, dans la pratique, on ne considère que l'arc 5, et 
c'est seulement cet arc que l'on représente par le symbole arc cos j:. 
Lorsqu'on trace les arcs de courbe correspondant aux détermi- 
nations de arc cosa:, on constate facilement qu'ils se raccordent 
deux à deux en leurs extrémités. On peut donc regarder l'ensemble 
de ces arcs comme formant une courbe unique qui figure les di- 
verses branches de la fonction. 
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Dérivée de arccosx. — Si Ton applique la formule des accrois- 
sements finis à la fonction 

X = cos^, 
on trouve 

Xx = — sin(5-f-0 A5)A5, o<8 < i; 

le coefficient de A^ n'est jamais nul en supposant x difTérent de 
±: i; quand ùkX tend vers zéro, il en est donc nécessairement de 
même de A^; d'autre part, la fonction sin^ est continue, par suite 



d' 






ou 



V^i — X* 
et alors 



r=HP 



v/i-x« 



On prend le signe — ou le signe -+- suivant que r est égal à 
2A*tî4-5 ou à ikr. — 5, c'est-à-dire, suivant que sin^' est posilif 
ou négatif. 

Toutes les déterminations de arccosx ont donc des dérivées 
égales en valeur absolue. 

Formule de Jacobi. — Soit ^, _' 

la déri\ée />'**"" a pour expression 

mais, en posant u = x^, on a (p. 98) 

par suite 

^•-1(1 — xM' « , ^ i.l.î...(»/i-i) 
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or, SI Ton fait 

X = cosO, 
on en déduit (p. i6o) 

sin(/iarccosa?) = - cos^-ïG sinO — ^'^~'^ j[* ~ ^^ cos"-»Qsîn»Q -H.. ., 

I 1.2.3 

donc 

_i 

df^-x^K^x^) « , . , 1.3. 5. ..(2/1-1) . , 

^— j =(-i)«-i 5in(/iarccosa:); 

c elte formule curieuse, analogue à c elle d'Olinde Rodrigue^ (p. 83), 
est due àJhcotL(JL)^ 

Définition de arc sina?. — On désigne par arcsinx Tarc^ dont 
le sinus est or, c'est-à-dire la fonction j' définie par la relation 

la variable x ayant une valeur absolue au plus égale à Tunité. 

Lorsque j^ varie de à H — , la fonction sinj^ varie de — i à 

-|- ! , et, comme elle est continue, elle passe par toutes les valeurs 
intermédiaires et, en particulier, par la valeur x (p. 19); de plus, 
elle n'y passe qu'une fois, puisqu'elle est constamment croissante. 

Soit donc z l'arc unique, compris entre — - et H — > dont le sinus 

est x; tous les arcs y^ de sinus égal à x^ sont déterminés par les 

formules 

^ = 2A:7r-h-s, y = (9,k -h i)Tz — z, 

formules que Ton peut réunir en une seule 

^= /i7t-h(— i)'»^; 

si Ton donne à n une valeur entière fixe, quand x varie de — 1 à 
-\- I, comme z est une fonction uniforme de cette variable, il en 
est de même de yi la fonction arcsino; admet donc une infinité 
de déterminations uniformes que l'on obtient en donnant à n 
loulcs les valeurs entières; mais, dans la pratique, on ne considère 



(') Journal fur die reine und anf^ewandte Matheniatik, t. XV, i836, p. 3-4. 
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que l'arc Zj et c^est seulement cet arc que l'on représente par 
arcsinJT. 

Les arcs de courbe relatifs aux déterminations multiples de 
arcsinjr constituent, comme pour la fonction arc cos x, une 
courbe unique. 



Dérivée de arc shkx. — La formule des accroissements finis 
appliquée à la fonction 



donne 



le coefficient de A^ n'est jamais nul, si l'on suppose x différent 
de dz i; quand Ax tend vers zéro, il en est donc certainement de 
même de Aj; d'autre part, la fonction cos^ est continue, par suite 



d'où 



I 

COS2 



et alors 



|/i — ar« 



On prend le signe + ou le signe — suivant que y est égal à 
2A:ît-|-5 ou à (2Ar-f-i)'7r — z, c'est-à-dire suivant que cos/ est 
positif ou négatif. 

Toutes les déterminations de arcsinx ont donc des dérivées 
égales en valeur absolue. 

Les dérivées de arccoso? et de arcsino? sont égales en valeur 

absolue; il est facile de le vérifier directement; en eflet, si Ton 

pose 

a = arc cosa:, v = arc sioa:, 

on a, pour une même valeur de x, - ' 

/ic \ 
cos M = sin p = cos 1 p j , 

d'où 

et, par suite, 
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Développement de arc 8in:r en série entière. — Si Ton suppose 

que arcsina: représente l'are compris entre et H — dont le 

sinus est Xy la dérivée de cette fonction a pour expression 

/i — a:* 
elle peut se développer suivant la série entière 

comme f{o) est nul, on a donc 

I x'^ I 3 x^ 
arcsinar = j7H —h ^^— --h..., — i<a:<i(<); 

l'application de la règle de Raabe, ou de celle de Gauss, montre 
que, pourx = dz I, cette série est convergente; d'après Je théo- 
rème d'Abcl, la limite de arcsina: pour x = \^ par exemple, est 
égale à la somme de la série pour ^ = i, par suite 

3 2"^ 5 2.4 "^ 7 2.4.6 "^*"* 

Si, dans le développement de arcsinj:, on remplace a: par si nx, 
on trouve le nouveau développement 

sina: i sin'a? i.3 sin'ic tz ^ ^t, 

X = H ! h..., _a7l— • 

I 2 3 2.4 5 2 ~ 2 

Développement de co8(n arc sina:) et de 8in(/i arc 8in:r) en séries 
entières. — Soit 

y = cos(/i arc sinx), 

le symbole arcsino: représentant l'arc compris entre et H — 

dont le sinus est a:; on a 

y = I (arcsinjr)*H -—7 (arc sina?)^ — ,.., 

•^ 1.2^ ' 1.2.3.4^ ' ' 



(') Ce développement a été considéré pour la première fois par Newton dans 
son A naly sis per acfjtialiones... {/saaci Newtoni.,, opuscula matheniatica, 
éd. Castillon, t. I, p. 32-23). 




l86 THÉORIE ÉLBIIENTAIRE DES SÉRIES. 

et celle série est absolument convergenle pour loules les valeurs 
de X appartenant à Finlervalle ( — i, 4- i), y compris — i et -f- 1; 
pour ces mêmes valeurs, arcsinx estdéveloppable en série entière 
convergenle, et, comme il en est de même, d'après la règle de 
multiplicalion des sériel, de ses puissances paires successives, on 
peut poser 

les coefficienls numériques ^2, a^^ , , . élant tous posilifs. Les 
valeurs absolues des termes de la série ^^ sont donc développables 
en séries entières positives convergenles; la série positive consti- 
tuée par leurs sommes est aussi convergente, par suite la fondions' 
est cllc-mémc déxeloppable en une série enlière convergenle 
(p. 9(>) qui est nécessairement de la forme 

^ = I -H Xjx'-+- Xvx*-!- Xca:**-^. . ., — li^li; 

d'ailleurs 

Aj= » Al = — -» • • • f Aj« = ï .... 

I.i 1.7.. J. 4 '^ I.-2. ..2/> 

Or, il est facile de constater que la fonction y vérifie l'équation 
;"- • ' -'-j ■'.;•»,; diflerenlielle 

''^"'''-'».'. 'i.*,.;'vV (1 — .rMv'— J-v'-i- n\y = o, 

),•/ r- -V ,-^ ^ d'où, en dérivant /> fois, 

c " ■* " - 1 ' 

'' '•' • (I — x«X)"f-^«'— (2/?-h i)j*y/'-^«'— (/>«— /i«)/''^= o; 

pour X = o, on trouve 

ainsi l«;s dérivées impaires de y^ pour j: = 0, sont nulles; quant 
aux dérivées paires, elles sont données par la formule 



p , 



1 



j7'*» =/ — i;« ,inn«— -2») (/is— 4*-)... (««-/>*), 

par conséquent 

c<»s(n arc siii r » = I — -x*-+- x^ 

I . '1 I . >. . i . 4 

/|3«/i«- 'x*')(n^- P) , 

..- . . ./'^-T- .... — I J - I . 

I. ». 3 i. ..h 
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On oblicndrait de môme 

. , . . . /i /i(/i* — 1«) , 
sm ( /i arc sin a?) = —x r — - x^ 

I I.'2.i 

I.-2.3.4.5 

Ces formules onl été trouvées par Jacques Bernoulli (*); si dans 
Tune et l'autre on remplace x par sina:, on voit que, pour toute 
valeur de /?, on a 

/i« . ^ /i«(/i*— -2») . ■ 

cos/i:f = I sin*a7 h ^^ sin^jr 

1 . 2i I . -2 . J . 4 

^^ -/-.-— ^^sin«^ -h..., ^ar<-, 

i.'2.3.4.:>*o '2 '2 

sin nx = ~ sinar — ^sin^a: 

I 1 . 9, . 3 

/i(/i«— i«)(n»— 3«) . , 7^^ ^ •« 

H K-7—Z sin*2: — .... la?5. -. 

I . '2 . 3 . 4 . D '2 ~ ~ '2 

Définition de arctangx. — On désigne par arc tan g x Tare y 
dont la tangente est x^ c'est-à-dire la fonction y définie par la re- 
lation 

X = tang/. 

Lorsque j^ varie de à H — * la fonction tang^ varie de — oo 

à -i-oo, et, comme elle est continue, elle passe par toutes les 
valeurs intermédiaires et, en particulier, par la valeur a:; d.e plus, 
elle n'y passe qu'une fois, puisqu'elle est constamment croissante. 

Soit donc z l'arc compris entre — - et + 7 dont la tangente est x ; 

tous les arcs^, de tangente égale à x^ sont déterminés par la for- 
mule 

si l'on donne à k une valeur entière fixe, quand a: varie de — 00 



(M Histoire de l'Académie royale des Sciences, 1702, p. 285. Le second des 
dcveioppemenis avait clé indiqué déjà par Novton dans sa première lettre à 
Oldcnburg du i.> juin \iyf^ {/saaci Ncwtoni... opiiscula mathematica, éd. 
Caslillon, l. I, p. oi") ). 
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à +Q0, comme z est une fonclion uniforme de cette variable, il 
en est de même de j^; la fonction arc tango; admet donc une infi- 
nité de déterminations uniformes que Ton obtient en donnant à A^ 
toutes les valeurs entières. 

Il y a lieu, dans ce cas encore, de considérer les courbes paral- 
lèles représentant les branches de arc tango: comme les éléments 
d'une courbe unique. 

Dérivée de arctangx. — Si Ton applique la formule des accrois- 
sements finis à la fonction 

X = tang2, 
on trouve 

^^ 
\x = 



cosM'SH-O A;5)' 



le coefficient de \z n'est pas nul et il n'est jamais infini si Ton 
suppose X fini; quand ^x tend vers zéro, il en est donc nécessai- 
rement de même de A^; d'autre part, la fonction cosz est continue, 
par suite 

z'= cos*^ = 



c'est-à-dire 
d'où 



I 4- tang*5 



I -H x^ 



y= 



Toutes les déterminations de arc tango; ont donc la même 
dérivée. 

Développement de arc tangx en série entière. — La dérivée de 
arc tango: 

est développable suivant la série entière 

f{x) = I — j:*-i- a:* — ...-+-(— i)"a;2«-f-.. .; 

comme y*(o) est nul, on a donc 

X X^ X* , j-îw^-i ^ ^ 

arctang:c= -{ -^ ...-f(— i)"- 



3 3 ' ' 2 /t -h i 
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celle série est due à Gregory (*); pour ^ = ±1, elle resle con- 
vergenle. Or, d'après le théorème d'Abel, pour x = i^ par 
exemple, la limile de arc lang^ esl égale à la somme de la série 
pour X =z i] par suite, 



-ï: 1 I 



4 I 3 5 -^/i-f-i ' ' ' ' 



développement dû également à Gregory; sa convergence est 
extrêmement lente (^); mais, comme nous allons le voir, on peut 
le transformer de manière à rendre sa convergence beaucoup plus 
rapide. 

Calcul de r. — Soit x une fraction assez petite pour que l'arc m, 
dont la tangente est x^ puisse facilement se calculer au moyen 
de son développement en série ; si l'on considère les multiples de w, 
on finira par en trouver un assez grand mu pour que sa tangente 

soit voisine de l'unité, c'est-à-dire, pour que l'arc v égal à mu -, 

diffère très peu de zéro^ la tangente trigonométriquej" de cet arc 
est donnée par la formule ^ ^ fynu^ ^) 

__ langmu — i . ^ h ^C 

I •>'- tangm« + ,' ' tjfr-^' ' ''^ j ^ "j^ ' (J 

cl alors, comme Y*'*'^^^' * Ç ■" 



on en déduit 



1 4 = 7""' 1 

- = m arc langa? — arc tang^. 



Ainsi, pour x = -=9 on voit que la tangente de 4" est -^-, / 

fraction très voisine de l'unité, de sorte que, si Ton fait m = 4, on f | ' 



(*) Lettre de Gregory à CoUins du i5 février 1671 {Commercium epistoli- 
cum.... éd. J.-B. Biot et F. Lefort, p. 79-80). 
(^) Newton, dans une lettre en date du a4 octobre 1676 adressée à Leibniz par 

rintermédiairc d'Oldcnburg, indique que, pour obtenir j- au moyen de cette série 

avec vingt décimales, il faudrait prendre cinq milliards de termes et mettre 
mille ans à ce calcul {/saaci Newtoni,.. opuscula mathematica, éd. Castillon, 
t.I, p. 343). 
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oî îuwî -. pour v: par suile. 



v^u l'ion 



4 > ~ -i-'.* 



- _ i ! I : r I r I I I 

ceUo toririi'.'f. trcu^tt yÂV rjslr^'r.oir.e ar.^lji* Johr. Machin » • K 
j'vrir.e: io^-ùiur îK> r.'fiviemcat le iiîrlrr' - â\-:c une grande 
àPi'^r\^\:îUi::.^:^. W. >j:îjk:-.k>, rn î\n;s!;-\int. ^^t r-trNicu a cal- 
cul, r -: i%tk -.'- J.e>:.:ri.t r s c\av::«:> - ; o t>: li xjl-rur la plus 
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puis, par un point N du diamètre OA, distant de A d'une lon- 
gueur égale à OP, on mène une parallèle NMàOQ; elle rencontre 
la tangente AP en M. Le segment AM représente approximative- 
ment la longueur de la circonférence. En effet, 

AM _ AQ _ i3 
AN " AO ■" 5 ' 



par suite 
c'est-à-dire 



OP = R^,-^(iiy=5/T46, 



AM = 2R-~/l46, 
50*^ 



AM = 2R.3,i4i59i953.... 



L'erreur commise en considérant AM comme égal à ïtcR est 
légèrement supérieure à 0,0000007. 2 R; pour une circonférence 
de rayon égal à celui de la Terre, elle n'atteindrait pas dix mètres. 

Sommation de deux séries trigonomôtriques. — I. — Soit 

_ arsinO 

on se propose de développera^ suivant une série entière en x. La 
dérivée de y par rapport à x est 

,_ sinO j 

y ■" cT^^^^'coTë)» ^^^ ^' 

ou, en remplaçant cos^ j^ par sa valeur en fonction de x, 

, sin6 

i — 2 37 CCS -ha?* 

par suite, y est développable, à l'intérieur de l'intervalle( — 1,4-1), 
suivant la série entière (p. 177) 

y = sin -h a? sin 2 -h a'* sin 3 6 -h . . . ; 

comme y^ est nul, on a donc, quel que soit 0, 

X a?* x^ 

y = - siiiOn sin2 6-+- —- sin30-H.. ., — 1 <a7 < i; 

•^ I 2 i 

ce développement subsiste pour a: = I (p. 175). 
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La série précédente a été donnée par Lagrange dans les Nou- 
veaux Mémoires de l'Académie de Berlin (*). 

II. — Soit 

tangj' = m tangx; 

il s'agit de développer^ suivant une série entière en x. Or 

tanc V — langx (m — i)tan<;jr 

iang( r — x) = ^^^ = -r— > 

° "^ I -t- laDjr^ langx i -i- //i lanpj'-r 

c'est-à-dire 

(m — i)sinTC05X (m — nsin>.T 
lang(y— jr)= r r— ; — = : » 



ou encore 

m — I 



m -i- 1 

iang(^ — x) = 



sin^x 



m — I 
1 cos '}.X 



par suite 

I///I— l\ . I//W — l\« . ^ I//W — i\» . ^ 

■^ i\m-T-i/ }\m-^i) ^ J\//i-M/ 



m > o. 



Fonctions hyperboliques. 

Les fonctions hyperboliques sont des fondions qui, par leur 
définition et leurs propriétés, ofTrenl une grande analogie avec les 
fonctions circulaires. On les représente par les symboles 

chx, ï'Iix, thx, colhx, scchx, coséchx, 

qui s'énoncent : cosinus hyperbolique x, sinus hyperbolique jt, 
vl ainsi de suite; la variable x s'appelle Vargunient x. Les deux 
premières de ces fonctions peuvent se définir par des séries en- 
ti«'Tt\s ; les autres s'expriment en fonction de dix et de shx au 



( ' ) Œui'/es, l. V, p. ?(j3. 
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moyen des relations 

shr , • cUx 

lha7=-T — f colha:=î-r — > 

cil 2: sha? 

sécha: =-; — > cosécha: = -; — • 

ciïT sha: 

Nous ne considérerons que les fonctions ch j: et shx. 

Les fonctions hyperboliques ont été découvertes au xviii* siècle 
par le Père Jésuite Riccali (*); depuis, de nombreux analystes 
en ont fait usage ou se sont attachés à mettre en évidence leurs 
diverses propriétés. On peut consulter, poiir une étude appro- 
fondie de ces fonctions, la Monographie de Laisant (2), ou le 
Traité très complet de Giinther (*). 

Définition de char et de shx. — On désigne par cho: et shir les 
sommes des séries entières . 

I a-* ' x^ ar«« ^—i-"^ 

^f UVS • ,..2 l.i.3.4 1.2...2/t * '^^ 

X - )( 
/ I ^ ar x^ a-* ar*'»-^» 2 — ^ 

Vm> T^ 7771 -^ .■u.3.4.5 -^---^ . ...■■(•■>« -M) ^•••' =^ 

dont le rayon de convergence est infini ; ces séries définissent chiP 
comme fonction paire de x, et shx comme fonction impaire 
de X ; par suite, 

cli(--ar) = cha', sh( — ar)= — sha:. 

Dérivées de cha: et de shar. — Si Ton pose 

M = cha-, t» = slia», 

en dérivant, on trouve 

u! — sli X, u' = cil x^ 
V = chx, 1^' xs shar; 



(') Opuscula ad ret physicas et mathematicai pertinenlia, Bononiic, 1757, 
t. I, p. 4'5-94- 

( = ) Essai sur les fonctions hyperboliques dans les Mémoires de la Société 
des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, t. X, 187.), p. :>33-328. 

(^) Die Le lire von den gewohn lichen und verallgemiinerten Hyper beU 
funktionen. 

G. ï3 
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les dérivées successives de cha* etdc slix se reproduisent donc de 
deux en deux. 

Formules d'addition de ch;r et de sh:r. — On a, quels que 
soient a* et /i, 

c\\(x -\- h) — c\\x -\ sh T -1 clij' H r sh x -\ — chjr-4- . . ., 

^ I \,'}. 1.2.3 I.7..J.4 

9\\(x -^ h) = shTH — c.\\x H sharH c\\x -\ -— -sh 3- -h.... 

I 1.2 1.2.3 1.2.3.1 

c'est-à-dire 

ch(T -+- A) = c\\x ch/* -r sh:rsh/i, 

%\\{x -\- h) = chx sh /i -h sharch/i; 

ce sont les formules d^addilion des fonctions c\\x et s\\x. On 
peut les vérifier en appliquant le théorème de la multiplication 
des séries. 

Relation fondamentale. — La première des formules d'addition 
donne, pour A = — x, 

c\\^x — sh'a: = i; 

cette relation", dite relation fondamentale , permet d'exprimer 
chx en fonction de s\\x et inversement. 

Application. Dérivée de thjr. — Soit 

_ ^^^^ 

on a 

, cXi^x — s\\^x 

la dérivée de i\\x est donc 

I 



y = 



cli»x 



Expression de cihx et de sh;r en fonction d'exponentielles. — 
On a 

X .r* x^ x* x^ 

r-r = IH 



I I . > 1.2.3 l . 2 . i . i J . 2 . 3 . 4 . j 

I . » 1.2.3 I . .' . 3 . i 1.2.3.1.) 
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par suite 

cli:r= r sha: = : 

•1 2 

ces formules importantes peuvent servir à définir chx et s\\x et à 
démontrer leurs propriétés. 

Limite du rapport - — pour x = o, — Si l'on considère la série 

entière 

x^ x'' ar'« 

1,'l.S I.2.i.4.> 1.2. . .(Jl/H- l) 

dont le raj'on de convergence est infini, pour a? = o sa somme se 

réduit à Tunité; il en résulte, d'après le théorème d'Ahel, que le 

rapport 

sha? 

X 

a pour limite l'unité lorsque x tend vers zéro. 
Variations de char et de shar. — Les relations 

cli:r=-(e-^H ), shx=-(e'^ ) 

montrent que ç\\x et shx varient conformément aux indications 
du tableau suivant : 

X — 00 o 4-00 

cha7 -i-oo dccroît i croît -+-oo 

û\x — 00 croît o croît -i-oo 

Amplitude hyperbolique. — On peut poser, d'après les varia- 
tions de chx, 

cosç = -T — , 

Tangle '^ étant compris entre — ;^ et -|- -- cl de même signe que :r ; 

toutes les fonctions hyperboliques s'expriment alors en fonction 
de cp au mo}en des relations 

rli:r = sccci, bhj7 = langç, ihjc = siiK^, 

srch j: = coîj'f, co:*c(:h j: = cot o. colhj: = cosccç. 



formuler qui ramèoenl i^élodc des fonclioDs hvpfrLoliqae^ à celle 

des fooctîoos circulaires. 

L'angle ^ a été appelé par Hooël VampUiudr hyperbolique de 

rargument x; oo le représeo le quelquefois parairtAx, nolalion 

d'ailleurs peu justiGée. 

Si, dans la relation 

^= chx — *hx, 

on remplace chx et shx par leurs expressions en fonction de ^. 
on trou%e 

<'=.,»;(?+? j. 
)>ar suite 

x = log tanf:( y — ^)» 

formule qui donne l'argument en fonction de Tamplilude. 

Raprésaiitation géométrique de chx et de shx. — Si l'on pose 

X = chx, V =r *hx, 
on a 

X«— Y»=i, 

par conséquent, le point M(\,Y) décrit, quand x varie, xine 
hyperbole équilatére de centre û l'origine et de demi-axe li-ans- 
%'crsc égal k Tunité. 

Fonctions hyperboliques inverses. — On désigne les fonctions 
inverses des fonctions hyperboliques par les notations 

argrhx, ar^^fthx, arg ihx, argcothx, argséchx, argcoscchx, 

qui s'énoncent en faisant précéder du mol argument le nom de 
la fonction hyperbolique correspondante. Nous ne définirons que 
les trois premières de ces fonctions, qui sont seules usitées. 

Définition de argchx. — On représente par arg dix Targu- 
nirnt V dont le cosinus hyperbolique est x, c'est-à-dire la fonc- 
li(iri y définie |)iir la relation 

X = rli y, 
OU bien 

r — ' t 
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d'où 

e^y — 2.re.> -+- 1 = 0; 

on lire de cette équation 

ey •=■ x± ^x^ — I , 
et, par suite, 

cette fonction n'est réelle que pour les valeurs de x non infé- 
rieures à l'unité; sa dérivée a pour expression 



v^x* — I 

Définition de argsh^:. — On désigne par argshx Targu- 

inent j^ dont le sinus hyperbolique esta:, c'est-à-dire la fonction j^ 

définie par la relation 

X = s\iy, 

ou bien 

ey—e-y 
X = ^ , 

d'oii 

e^y — 'IX ey — 1 = 0; 

cette équation donne, en observant que e^ doit être positif, 



ey = X -\- y/x^ -+- I , 
et, par suite, 

y = log(a:-4-/a:*-hi); 

la dérivée de cette fonction a pour expression 

, I 

y = 



^X^ -H I 

Définition de argthj:. — On représente par arg thx l'argu- 
ment j^ dont la tangente hyperbolique est jc, c'est-à-dire la fonc- 
tion y définie par la relation 

X = ihj', 

ou bien 

cr— e-y 
X = > 

ey-h e-y 
d'où 



-<'^\/W.- 
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cette fonction n'est réelle que pour les valeurs de x appartenant 
à l'inlervalle ( — i, -f- i); sa dérivée a pour expression 



y-—-^^v 



EXERCICES. 



I* Trouver la limite du produit 



XX X 

cos-r cos — cos - - • • • cos — » 

1 'X^ u'* 



lorsque n augmente indéfiniiiieiil. 
2" Sommer la série 



N'iKTE. 



liltLbR. 



3" Démontrer la formule 

mr, __ "xn — •>. m in -\~ •>. m ^n — 7 //* î /i -4- 2 m 
•2 II -4 fi — m 'À n -r- /n .\ n — m f\ n -r- m 

Stern. 

4" Étudier la série 

^ /*;• R. B«. ...» 1^/1 disi^^nent les nombres de Bernoulli. 7 C / • Z^ TIT 

OUI.. . J / ^'JJ^^^^i 

5» Faire voir que UjCt B^ ^ont les deux seuls nombres de Bernoulli qui 
soient égaux. Démontrer que l'inégalité 

i/t — I 

I 

est vérifiée à partir de n — «. 

Stern. 

5« Établir Ir développement 

I __ I .\x^ I \x^ I 4./- _ 

. co^x - , -* ' ^î: 5 ~' '»" . - -* 

x« jr^ — <^-^ ./ - ' * — 



l'^i». \Vi:m. 
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7" Développer arc lang(.r-h/j) suivant les puissances entières croissantes 
(le h, 

ËULER. 

8° Etant donnée la relation 

sin(.r — y) = m sin(x-+-^), 

dans laquelle m désigne un nombre déterminé de valeur absolue inférieure 
à l'unité) développer j^ suivant une série entière en /net indiquer la forme 
du reste lorsqu'on ne prend qu'un nombre limité de termes. 

RoucHÉ. 

9" Vérifier l'égalité 

th - = tang I, 

l'angle o étant l'amplitude hyperbolique de l'argument x. 

10" Soient a cl b deu\ nombres positifs; on fait 
a -Jf- If 



Laisant. 



bi = ^Uib, 
11^=-^ — -y biz=z ^i^iy 



•Â 



démontrer que la limite de la suite infinie 

a, b, ai, bt, aj, ^j, ..., 
«Il te suite de Schwab, est 



b , ou b , 



en posant, suivant que a est inférieur ou supérieur à b, 
a = bcosx, ou a = bc\ix. 



BORCIIARDT. 
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VI. 

FONCTION GAMMA. 



Soit 



11/ \ . 1.2.3... n 



T{X -^ i).. .{X-h/l)* 



il esl facile d'élablir que, pour toute valeur de x non t'gale à zéro 
ou à un entier néj^atif, cette expression tend vers une limite 
(|uand n augmente indéfiniment. En effet, de Tidcntilc 



;i.3. 
n = 



1.2. ..(/i — I) 

on tire immédiatement 

de sorlc que le produit n(x) peut être mis sous la forme 



n(x)= -1 






Si Ton suppose d^abord la variable positive, en prenant les loga- 
rithmes, on trouve que le logarithme du produit xU(x) est égal à 

2[î-log(.-HÎ)]-x2[i-tog(.-*-i)]-*log(,+ l). 



expression dans laquelle la seconde somme se déduit de la pre- 
mière en faisant dans celle-ci x:=i. Mais, d'après la formule 






' f'^TRi^'O l>*^^ V 
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des accroissements finis, on a 

d'où 

Ainsi la série 

lT-'-(-f)]-[;-'-(-î)J*- 

csl absolument et uniformément convergente pour toute valiMir 
positive de x. En particulier, pour .r = i , la série positive 

[i_,.,(,.|)].[j_,„,(,.;)J..... 

est convergente; sa somme est la constante d*Euler{p. i4^)- ^'> 
en conclut que \\{x) a une limite pour n = ce. Il en est encore de 
même si Ton suppose x négatif, mais non entier; en effet, soil 
m un entier supérieure — x, en désignant par y le nombre posi- 
lif »r-h///, on constate sans peine que II(.r) est égal au produit 
de Tex pression 

/ /. y ('- ^ ) ('-^)---('--nj 

\/* — mj xix -i- \){x -^'j.). . .{x -'.- /n — I) 

(pii a une limite pour n = oc, par l'expression 

1.7. ..(/i — m) 
( n — m)} — 



/ r ■ I fî/YI"'» d'après ce que Ton vient de voir, 
y^l' v^ V. f^cpiand n croît indéfiniment. 



tend aussi vers une liiiiile 



Il résulte de ce (|ui précède (|ue le produit n(.r), pour toute 
valeur de x autre (pie zéro ou qu'un entier né^^atif, a une limite 
lorscpie n devient infini. Cette limite est une fonclioii transcen- 
dante de; X à lacpielle on donne \c nom de fonction fj^amnia; 
on la désigne, en effet, parle symbole r(.r) employé pour la pre- 
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niière fois par Legendre (* ), et unanimement conservé depuis. 
Cette définilion, à la fois naturelle et générale, est due à 
Eulcr(-); mais c'est Gauss qui signala son importance (^) et 
montra qu'on peut en déduire, avec une rare facilité, les pro- 
priétés de la fonction gamma (*). 

Weierstrass (^), dans son Mémoire sur les facultés analy- 
tiques^ a donné le nom Ae facto rie lie de x k l'inverse de r(:r), et 
il a mis cette fonction, qu'il représente par Fc(a:), sous une forme 
que nous allons faire connaître. 

Si l'on considère l'ég^alilé 



OQ». 



ous uneiormc 



et, pour /ir=oo, on obtient 

r.„ = ,n(,.î)(^,)'; 

/l = l 

telle est l'expression d'où Weierstrass a lire toutes les |)roprié'tés 

deFc(a:). 

Formule de Weierstrass. — On a 

I _ I x(x -^\M T -^- i). , .{x -^ n) 
W{x) "" /i-^ \ .'X. . , n 

ou bien, s„ désignant la somme des n premiers termes de la série 



( ' ) Mémoires de la classe des Sciences mathématiques et physiques de l'In- 
stitut de France, 1809, p. 477- 

(^) Dès 1729, dans une lettre adressée à Goldhach, Euler avait considéré le 
produit n(a7), à propos de l'interpolation de la série iH- 1.2 +1.2. 3 4-.... {Voir : 
P. -H. Fuss, Correspondance mathématique et physique^ l. I, p. 3-'|.) 

(^) Lettre à Bessel en date du 21 novembre 181 1 {Dricfwechsel zwischen 
Gauss und Bessel, p. xb-i). 

a 3 
(*) Disquisitiones générales circa sérient in/initam i-\ '-^ x -\- . . , {Cari 

Friedrich Gauss Werke, t. III, p. i|'|-i62). 
(^) Mathematischc Werkc, t. I, p. 161. 



1 ' V ^ ' '^ '" ' ^ ^ ^'^"^ 
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harmonique, 

nir."(Çr[(-:)«-][('^f)'-]-R'*0'-=]- 

Soit 

^'*- /i ' 

en prenant les logarithmes, on trouve 

IojîX„= 5,1- log/i; 

quand n croit indéfiniment, la limite du second membre de celte 
égalité est la constante d^Euler p, par suite 

r^-"''[(-:)«il(-î)-i-[('*^)'--J- 

e iï|'*'*)t La relation précédente, qui peut servir à définir la fonction 

J^^ gamma, donne la décomposition de son inverse en facteurs pri- 

JYfl»-'^») » maires. Elle a été signalée par Weierstrass (*) dans son Mémoire 

î'^-ï-^^r sur la théorie des fonctions uniformes. 



l^ ( it 



[r ( fit^A) ^* '^" considère la formule - 

^ >** ' -. 

on constate que la fonction V{x) est formée avec la moitié des ^ J7^ 
facteurs qui constituent la fonction simplement périodique sin7::r. x '• 
(icfait a conduit a imaginer des fonctions formées avec la moitié, r- 
ou même le quart, des facteurs qui constituent certaines fonctions '^^jt* 
doublement périodiques. Telles sont les fonctions de Heine (*) et 
la fonction gamma double de Barnes ('). 



.(' ) Mathematische Werke, t. II, p. 91. Crpendanl celle formule avait élé déjà 
rrnronirée par Newman ( The Cambridge and Dublin mathematical Journai, 
l. III, iK'|H. p. 59). 

(•) Journal fiir die reine und angewandte Mathemotik, l. XX\I\\ i^^It» 
p. .H<»9-3i.'). -- llandbuch der Kugelfunctioncn, .»• cci., l. 1, p. lOf)-!!.'!. 

(■') l*roceeding.% of the London mathcmalical Society, l. \\\I, 1891). 
p. .H'jK-.îSi. — The qunrterly Journal 0/ pure and applicd Mathentaiic9, 
I. \\\I, i(,uo. p. j^i'|-3iî. 



/ 
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Relation fonctionnelle. — On a 

n(a:-M) = /i'-^>; ^, '•^•3-';^ . = 1^ n(ar), 

(a.*-+-i)(a:-f- ?.). . .(j7-f- /i-f- 1) n-Hx-hi 

d'où, pour /i = 00, 

r(ar-M) =a:r(a:); 

c'est cette relation que l'on nomme relation fonctionnelle. Elle 
ne caractérise pas d'ailleurs la fonction gamma, car elle est vérifiée 
j)ar loule fonctiou de la forme 

la fonction* 6 (a:) satisfaisant elle-même à l'égalité 

c'est-à-dire admettant une période égale à l'unité, ce qui est le cas 
de toutes les fonctions développables en séries trigonométriques 
convergentes telles que 

B(jc) = rto-H a\CO%'>.Tzx -^ aiCo% f\T.x -\- . . .-4- bxft'mnzx -\- bisxn f\T.x -h . . .. 



Si, dans la relation fonctionnelle 

V{X -+-!) = xV{x)y 



/?/-A->--''^- 



on remplace successivement x par x -{- \ y x -\- 'i^ , ,,^x -\- m 
on trouve 

r(j7 4- 2)= (x -\- \)T {x -\- I), 



r(ar-+- m) = (j7 -+- /?i — i)r(j: -h m — i), 
d'où, m étant un entier positif, 

T(x-\- m) = x{x ■+■ \). . ,(x -+- m — i)ï'{x). 

Soit X une valeur donnée de la variable extérieure à l'intervalle 
(o, i); en désignant par ni l'entier positif immédiatement infé- 
rieur à X ou supérieur à — x suivant que x est positif ou négatif, 
la formule précédente permet de ramener le calcul de i'(x) à la 
détermination de celte fonction pour une valeur de x intérieure 
à rinterv^lle (o, i). En elTet, si x est positif, on a 

Vijc) = {x — ni){jc — m -r i).. .(jT — i}r(x — ;h), ' 



f' ■ • ■ l'i i- y^r(ij 



>l 






♦nî»f>«t *> :*n;»Wr «^t un '*tiii«' « — i. »n »Liiit*nt -«mniefntfnL 



I''>nr fsn9^ #l^ifr 1^ r •!#? iwpnr tb*«>Mi#» .nlenpîire à i*'âiiïte. it^s^ 









f fl j » /t. il 



A4f ''i',nv^r2f/»nf^ '^r. ^ pour -«omm^ 



!•» /» >* 






:*=!>;:.•• 
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Ce développement était connu d'Euler (*); il resle convergent 
pour x = ij les valeurs absolues de ses termes décroissant alors 
constamment et tendant vers zéro; par conséquent, d'après le 
théorème d'Abel, 

Si S.1 S^ 

formule qui peut être établie directement (p. i4i-i45)- 



_ .\§pit 






iférieure à 
i en séries 
ar de Tin- 
ale suivant 
iour2: = o, 



1 intervalle 
ent de son 

'Ml''" '■'"^;^'^ 

X>-h...), 



J(A'-^t'*\ 
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Cl, si X est ncgalîf, on peut poser 

r(x)=: !- rix-+-m). 

(^uand la variable est un entier /// -|- i, on obtient simplcinenl 
I I'( m -f- 1) = 1 .2. . ./;i. 

*■! I - / I M ) Développement de logr(i -t- ^) en série entière. — On a vu que 

x+Cpf,).,ogn..-x)=-p.-^[î_iu«(. + ^)].-[f-i«g(.-.J)]H-....-nfci 

i^our toute valeur de j: de valeur absolue inférieure ù Tunilc, les 
termes de celle série, à partir du second, sont dévcloppables en 
séries entières absolument convergentes 



I. : 



loj; 1 I H 1=7 ^ — -\ x^ -\- -, x^ — ..., 

f-'-('4)-i(7)'-U7)'-iœ'--. 

d'ailleurs, si r esl la valeur absolue de x, la série positive de terme 



général 



csl convergente et a pour somme 

Io-r(i — /•) — pr; 
par suite, si Ton pose 

_ I I I 

en ordonnant par rapport aux puissances croissantes de jc on 
Irouve 

X X' x^ 

Inl^I'i I -:- y ) _- Z ^ S* Si-, -..., I './'n^I, 

I " V 
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Ce développement était eonnu d'Euler (*); il reste convergent 
pour x = i, les valeurs absolues de ses termes décroissant alors 
constamment et tendant vers zéro; par conséquent, d'après le 
théorème d'Abel, 

Sj S.1 S^ 

formule qui peut élre établie directement (p. i41-i45). 

Développement de r(i + a:) en série entière. — Soit 

j' = iogr(i + x), ^s+^R^If/) 

d'où 

I 1.2 I . Jt . 3 

pour toute valeur négative de x de valeur absolue inférieure à 
Tiinité, les termes de cette série sont développables en séries 
positives convergentes;^ par suite, x variant à Tintérieur de Tin- 
lervalle (-r i , 4- 1), la fonction r(i 4- ^) est développable suivant 
une série entière; mais cette fonction se réduit à Tunité pourx = o, 
son développement est donc de la forme 

r(i-f- j:) = H- A|a7-4- Ajjr'H-...; f^^l-'^) '- I** ^^i* 

la fonction r(i -f- x) étant dérivable à l'intérieur de son intervalle 
de convergence, on obtient en dérivant le développement de son 
logarithme 

c'est-à-dire K^'-J " ^-f< - S^ ^, 

-+- 3 A3X- -+-...= (i-h At a: -i- A ja;^ -+-...)(— p -f- Sj2: — SsX^-i-. . .), 
( ' ) InstUutioncs CalcuU differcnlialis, partie 2, § 384. 

U fi .fi, n t M . r "^S 31 v* •> '• ■* '■• QV^'* 
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d'où 



A r f* < ';. A,=— p, ^ ^ ^ 



^.-S,-^n- 



t<«r 



'^"^ v^C. ','.!/-'. 3A, = -pA,-^A,S,-S„ i' I . I 5 

V/ f ^ 

, j c p ' 

^•- ^. v^--v<|. /iA« = — pA„_.i-i-A„_,S,— A„_5S3-+-...-f-(-i)"S«, 

^4. t^t-^ <.i\i.«.f ^v'»^^ ; 

r^ ces relations permettent de déterminer successivement les coeffi- 

' ^ cients A|, A2, . . ., A„, .... Les vingt p remiers d'entre eux ont 

>/ i-l ? "^ ^- é té ca lculés avec douze décimales par JeflTery (*). 

. » ^ ^ r Ainsi la fonction r(i -ho:) est développable en une série entière 

3 y> 'S S - de rajon de convergence égal à l'unité. Une conséquence impor- 

^ - tante de ce résultat est que r(^) est dérivable pour toute valeur 

" W '" ^ de a: non égale à zéro ou à un entier négatif; en elTel, suivant 

' 1.^^. * ^ j.- c "îque X est positif ou négatif, on a 

. -. , ! r •* j • •■ •. i '"') 

^ tj <, , en désignant par m l'entier positif immédiatement inférieur à x 
^ '~ui' 5 ^ ' j "* ^ dans le premier cas et supérieur à — x dans le second. 

* J Iiimite pour /i = oc de rexpression -— : • — On a 



/ yçj /A-** I . J». . . . ( /l — I ) /<■«■ I . 2 . . . ( /l — 1 ) 

~ c'cst-:\-dire 

1 yix-\-tn _ /* r{>) 
/i-^ I . -2 . . . ( /< — I ) ~ /i -h .r Tl (y ) ' 

la limite de l'expression 

/* *■ I . -2 . . . ( /l — 1 ) / 

■--.• T 
1 — »-* — » ■ - 

(*) The quarterly Journal 0/ pure and applicd Mathcmatics. l. VI, 186 J, 
D. 96-97. 
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pour /? = 30. est donc égale à l'unilé. Ce résultat indiqué par 
Weierslrass ( * ), joint à la relation fonctionnelle, suffit évidemment 
à caractériser la fonction gamma; car, le supposant vérifié, on 
en déduit sans peine, au moyen de la relation fonctionnelle, 
que r(:r) est la limite du produit U(x), 

On a été ainsi amené, par analogie, à étudier des fonctions 
définies par la double condition de vérifier une équation semblable 
à la relation fonctionnelle de T(x), et de satisfaire à une autre 
relation quelconque. Nous nous bornerons à traiter le plus simple 
des problèmes de ce genre dont la solution est donnée par les 
fonctions de Prjm. 

Applications. — La propriété de la fonction gamma qui vient 
d'être établie fournit parfois un procédé commode pour la discus- 
sion de certaines séries dont les termes sont formés avec des 
factorielles. Nous n'en citerons que deux exemples : 



I. — Ét ude d'une sé rie de Stirling. — Soient 

an= a{a t- n. . .(a -^ n —i), 
()„^ b{h f- I j . . . ( ^ -+- /i — I ^ 

en convenant de regarder a© et b^ comme égaux à l'unité; on a 



M 



a,- 1 


«.--• 0, .'•''.. 


■ ''y''' 


K-i 


h<- : 


^. !« 



d'où 



7- — j- = ( /y — a - , 



a, 



a* , ai 



/>! /y, h 



— {h — a ) — — 

w,i-i fhi Un 



par suite 
Or 



bn ~" n*-<* ru')L'*" i.A...(/* — i)J ' ['*'' i.2...(/i — i)J' 



( ' ) Lber die Théorie der analytischen FacuUàten ( Mathematische IVerke, 
t. I, p. 166 el p. i9i-io'«). 
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on en conclut que le développement 

I I a rt(rt -+- 1) 



6 — a h b(b-hi) h{b-^i){b-h 2) 

est valable en supposant positive la diflTérencc b — a; de plus, 
cette condition étant remplie, il est absolument convergent, car 



On-* 



n r(b) r I V{a-^n) 1 . M r(b-^n) Il 
n-h b V{a) [/*" I .».. . .{n — i) | ' [/i^ i .2. . .(/i — i )J|' 



égalité dont le second membre tend vers une limite pour n = ». 
La série précédente est Tune de celles que Stirling (*) a consi- 
dérées. 

II. — Convergence de Im série hjrpergèométriqne. — Le terme 
général de la série hypergéométrique 

«( a -+- 1 ). . .( « -H /i — I ) 3( 3 -4- 1 ). . .( B -+- w — I ) 

Un ~ — ^^ ^-— ^ ^-^- -r*' 

I . u . . . /i Y ( Y -^ I » . . . ( Y -^- " — • ) 

est, comme on le constate aisément, le produit des deux expres- 
sions 

1(2 )rO) 
et 

[I r( g -f- /n _i r( 3 -t- n) l.r » r(YH-/«) 1 
/i« I .>...(/* — I ) * /i? 1 . 1 . . . ( /i — I ) J ■ [ /ÏY i.i. .J~ft — "ô j ' 

cette dernière ayant pour limite Tunité lorsque n devient infini; 
par suite, on peut poser 

en désignant par X,i un coefficient qui tend vers une limite 
pour n=<x>. On déduit immédiatement de Tégalité précédente 
les conditions de convergence déjà trouvées (p. 85). 



(') Methodus differentialis : sû-c Tractatus de summalione et interpola^ 
lione sérier um infini tarum, p. u. 
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Relation des compléments. — Si l'on considère les deux expres- 



sions 



nTiô=-'''K-7)(-l)-'('-ïï)' 

en les multipliant, on trouve 

n(x)n(-x) --"'('-7^)('-5)--<'-S)---^'V!T 



mais 



(-S)(-?)(-S>-j,.,, ^. 

par suite, à la limite, ^ ' , ..^ 

Cette formule a reçu le nom de relation des compléments : elle a 
été donnée par Euler dans ses Institutiones Calculi integralis ( ' ). 
Il est à peine besoin de faire remarquer que l'emploi de la for- 
mule de Weierstrass y conduit d'une façon immédiate. 

La relation des compléments permet de limiter l'intervalle où il 

est nécessaire de calculer r(a;) à l'intervalle (o, -)• 

Si l'on fait a: = - dans la relation des compléments, on obtient 



■(0=^=' 



en prenant la détermination positive du radical, puisque la fonc- 
tion r(a:) est positive en même temps que x. Le résultat précé- 
dent, qui a une grande importance, est dû à Euler (^). 

Application. Calcul de V(x). — Le développement de logr( \-^x) 
en série entière n'est pas d'un usage commode pour les calculs 



(») 3» éd., t. I, § 351, p. 218-221, et t. IV, p. io4-io5. 

(') Commentarii Academiae Scientiaru/n imper ialis petropolitanac. t. V, 
1730-1731, p. 44. 



/ 
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^^ num/;rique8; Legendre (*), afin de le rendre plus convergent, Ta 
transformé de la manière suivante : 
On a 



d'où 



, , , -a- •- xi 'ï x» 

loB(,.^x)= -^- _ _ + - 



3P »ir* jt' 

Iogr(i-f-x) = — Iog(i -4- j:)-Hh — p)- — (i — S,) h(i — S,)-^ 

de même 



t>gr(i. 



.jr)=._loR(i-r)-(i -p)î_fi^S,)Ç-(i-S,)Ç 



par suite 






V 



logrd-HT) - io>jr(i — t)-= loK --^-4-2(1 — p) -i-2(i--s,) — 

louFfi -4- J-) -h lo^r(i — ar^ = log --. — ^-; 

^sinTTjr 

il en résulte . ...^ (._.) .^,-S.) Ç.(:, -S,; ^l'-C'-S^; f 

1 j^ Celte série, dJnt ' Lfcgendre à calculé les huit premiers coefC- 

f^l i) *' *' cicnts avec douze décimales après avoir converti les logarithmes 

népériens en logarithmes vulgaires, est très convergente pour les 

petites valeurs de j:; en particulier, si Ton y fait x == — -» eUc 
devient v^' f * •- * '►, -r— =-îr . ^^' ' ^J ^4"^^^' 

formule qui peut servir au calcul de p. Buler, en 1 emplo jant. 1 
obtenu la valeur de cette constante avec douze décimiles. 
Stieltjes (^ ), reprenant ce calcul, a obtenu p avec trente-trois déô*^ 
maies. 1 ^v ' û JT ^f" ' ^ . 1 ^- i ^ 

f/- *- ' ^-^-^ 

(') Traité des fonctions elliptiques, i. H, p. '|li. 
(') i4c/rt mathematica, t. \, iH«7, p. 3nî. 









T/.- xr ►£ 
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On trouve dans les Exercices de Calcul intégral de Legendre 
les tables de logr(:r) depuis i jusqu'à 2, de millième en millième, 
d'abord avec sept décimales (t. I, p. 3o2-3o6), puis avec douze déci- 
males (t. II, p. SS-qS). Gauss ( * ) a fait calculer par Nicolai les tables 
de logr(x) à vingt décimales, de centième en centième, pour les 
valeurs de x comprises entre i et 2. Enfin, Bellavitis (^) a donné 
les tables de io^Vi^x) à huit décimales, de dixième en dixième, 
depuis 10 jusqu'à 12. 

Formule de Legendre. -r- Si, dans le produit 

on remplace x par x -\ — > on trouve 

II ( a:- -h - ) — n « — — , 

\ 2/ 'Aj? -h 'i/i -h I (2.r-H i)(2J7 -H 3). . .('lar-h u/i — 1) 

d'où 

«, .^/ »\ 51/1 %r-\ (2.4.6. ..2/1)* 

W(x)Wix-^ -) = in « — -^ ^-^ —^•. -, 

' \ 2/ 2a?4-2«-f-i aar(2arH-i)(2a?-H2),..(2:r-h2/i) 

égalité dont le second membre peut se mettre sous la forme 

2/1 , ._ 1.2... 2/1 (2.4 fi.. .2/1)* 2 

àx -h 'ÀH-i-i 'ix{'ix-i-i)...('xx -h'in) 1.2. 3... 2/1 ^^ 

Quand n augmente indéfiniment, le rapport 



'ÀX H- 2/1 -+- I 



tend vers l'unité, et l'expression 

1.2... 2/1 

(2/1)*" 



'1X{'1X -H I). . A'IX -f- 2/1) 

que l'on obtiendrait en substituant 2X à j:, et 2/1 à n dans n(a:), 



(') Cari Friedrich Gauss Werke^ l. III, |». ibi-iOa. 

(') Mcmorie del reale Istituto veneto di Scicnze, Lcttere ed Arti. t. WHI, 
1874, p. iaâ-i<)i. 
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devient égale à r(2a;); cnfîn, le dernier facteur 

1.2. 3... in ^ 
pouvant él^c mis sous la forme 



V a/l Vl.3.'*...Jt/l — l/ 2/1-+-I 

on voit que sa limite, pour /i := oo, est 2^/'^ diaprés la formule de 
Wallis ; de là résulte 

. ' ' '/ Cetle formule, trouvée par Legendre (•), donne le mojen de 
réduire Tintervalle où il est nécessaire de calculer r(:r) à Tinter- 

vallc (o, i). 

La formule de Legendre n'est qu'un cas particulier d'une for- 
mule plus générale que nous allons donner. 

Formule de Oauss. — On a 

U(x) = n-^-i — 



^' -1- /* a:{T -*- 1),. .{jr -r- n — i) 

de même 

r. / > \ " ' "^ m ~ * I . 7 . . . /I 

"('-^7,.)= — \ — " 7 — iw — ; — TT — ' \' 

m \ w/\ 'fi I V m I 
» 

"r-^mj= — p — " 'i~y\{~ p \ i — ~p \' 

"^ ' ar-f-^-hw ( J-h- - |.r-t- — -hi ). ..(57-+--=--+- /i — I I 

m \ nij \ m / \ m / 

si Ton fait /> -~~ m — i et que l'on multiplie toutes ces relations, 



( ' ) Mémoires de la classe des Sciences mathématiques et physiques de 
r Institut de France, 1K09, p. 4*^5. Binel h donné de celle formule une démon- 
stration direclc diffcrcnlr de celle qui précède {Journal de l'École royale 
polytechnique, j;* cahier, l. \V1, i83c), p. itHj-iiu •. 
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P désignant le produit des premiers membres, on obtient 

P = A n * 7 ; -m"»», 

mx -H mn nix(mx -\- \), . ,{mx ■+■ nin — i) 

en posant 

. __ (m/i)"'-* ji 



( m X -h mn -h i ) ( m a: -h mn -\- 2). . .{mx -h mn -4- //i — 1 ) 

fraction dont la limite est Tunité pour n = oo. 

D'autre part, si l'on remplace dans H (a;) le nombre n par mn, 
et X par mx, on trouve une nouvelle expression 

Qmn , , . i.a...m/t 
= imnY^^-^ r 
ma? -H mn //îar(mj:-f- 1).. .(mar-h m/i — i) 

dont la limite est F (ma:) pour n = oo; par suite 



P = AQm-'"-?^ 
Soit 



I .'2. . .//i/t ^"~* 



I . îi . . . /t 



d'où 



/n- - 



TT = A -ï-r— — - m 2 



t 
— mx -♦- 

Q """^çCw/i/ 



quand n croît indéfiniment, le rapport ^. a une limite \nt qui 

est évidemment égale à celle de la fraction 

cp*( mn) ' o(2mn)' 



ou 



[cp(2n)J • Lç>(2m/i) r 



quotient dont les deux termes ont respectivement pour limites X"* 
et )., ; or, 

cp ( 2 /i ) ~~ V n 1 . 2 . 3 . . . 2 /i 
d'où 
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par conséquent, d'après la formule de Wallis, X^ ^^^ ^gî*' à y'aTt; 
on en conclul 

X,;|= i'àTZ) 2 , 

dope 

(lelle formule est duc à Gauss (*); on doil y prendre les délernii- 
nations positives des radicaux, puisque le premier membre est 
positif pour toute valeur positive de x. 

Si Ton pose x = - dans la formule de Gauss, elle devient 



nt-\ 



\ni/ \m/ \ m / /;,, 



\' m 

relation très éléj^antc qui a été donnée par Euler (- ): on peut réta- 
blir directement et en déduire la formule de Gauss par un procédé 
inverse de celui que nous avons suivi. 

Si maintenant ou fait m = 2, on retrouve la formule de Legendre. 
Il est d^ailleurs facile, ainsi que Ta montré Binet (^)^ de tirer la 
formule de Gauss de la formule de Legendre. 

On peut, au moyen de la formule de Gauss, en y donnant suc- 
cessivement à m les valeurs 3, 5, ^, 11, . . . , restreindre de plus en 
plus rintervalle où le calcul direct de r(-r) est indispensable. On 
est ainsi conduit à se demander quel est Tintervalle minimum 
auquel on puisse parvenir; Legendre ( *) et, plus tard, Hoppe (^ ) 



:') (\trl Friedrich Gauss Wcrke, l. III, p. i\\)-i'iu, 

(•) Opéra postttma Leonkardi Kuleri matliematica et physica. l. I, p. 4oS- 
\'^t^. \ uir iiu»i /tttUeCin des Sciences matkcmatifjues, i* série, l. IV, 1880, p. 207- 

( ') Journal de l'Fcoie royale polytec/mif/ue, ^7» Cdhicr, t. \VI, 1839, p. ao8- 
n.». Pariiii Ir-* nonihn'uscs «Iriiionstrations ilc la foniiuli* <i<* Tiauss, celle de Soninc 
iiKTite aiioni ilriri* «iice {/tulletin de la Société nial/teniatif/ue de France, 

I. I\, iSN.-lSSi, p. |li.-|li<i). 

• ♦ I Fjcrciccs de Calcul inte:* rai sur divers ordres de transcendantes et sur 
les ifiiadratures. I. I, p. .*S.{. »s.,, cl t. il, p. \U .»•. 

i-) Journal fur dir rcinr und ani^ewandte Matheinatih . l. \L. i8jn. ji. i.'>j- 
I >). 
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se sont occupés de cette question, mais sans la traiter dans toute 
sa généralité. C'est à Landau (* ) que l'on doit de l'avoir élucidée. 

Relation entre la fonction gamma et la série hypergéométrique. 
— La relation (p. 88) qui existe entre la fonction F et les deux 
fonctions contiguës F(y -4- i) et F (y — i), se réduit, pour a; = i, 
à Tégalité 

de même 

F(g,p,Y-^ '> ') ^ (Y-«-<-0(Y — P-^'> 
K{ a, 3,Y-^'^- " (Y-+- 1K7 — a— p-^- >)' 



F (7, 3, Y -4- /t — I , I ) _ ( Y — n -h n — i ) ( - ; — (i -{- n — 1 ) 

I' ( a, ;^., Y -n /777r~ ~ ( Y ^ '* — i) ( Y — 2 — ? -+- '* — » / 
d'où 

Ffg. p.Y. n _ r(Y — «- H/Or(Y"?-Hn) l^YH^Yj^^jr-^p) . 
F(a, {i,Y-f-/i, I) "" r(Y-+-/i)r(Y~»-?-^'*) lXï-3t)r(Y — ?)' 

mais, lorsque n augmente indéfiniment, F(a, p, y-H ^i^ ^ pour 
limite l'unité et il en est de même du premier facteur du second 
membre (p. 208-209), par suite 

Les paramètres a, p, y doivent alors vérifier l'inégalité 

a-+- p — Y < o. 

La relation précédente peut servir, et c'est la méthode qu'a 
suivie Gauss, à établir les principales propriétés de la fonction 
gamma. 

D'ailleurs, inversement, comme Ta montré Thomae ('), la 
ihéorie de la série hypergéométrique peut être exposée, d'une 



(') Journal fur die reine und angewandte Mathematik, l. CXXIIl, 1901, 
p. -i^G-iSS. 

(-; Cari Friedrich Gauss IVerke, t. IIÏ, p. 157. La généralisation de celle 
l'ormuic a fail l'objet d'un Mémoire de Melliu {Acta Societatis Scientiaruin 
/ennicaey l. XXllI, 1897, n"» 7). 

(^) Zeitsckrift fur Matkcniatik und Pkysik, t. XWl, 1881, p. 3i4-333, et 
l. XXMl, i8îSa, p. ii-âfj. 
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façon tout à fait élémentaire, en prenant pour point de départ les 
premières propriétés de T(x). 

Fonction de Binet. — La variable x étant positive, soit 

^ la fonction w(x) (•), introduite par Plana (^), est généralement 

appelée /o/ic/io^ de Binet. On doit, en effet, à Binet {^) une 
étude très développée de cette transcendante. 
On déduit de l'expression de t3(x) 

m(x) — m(x -t- 1) = f X H- -- J log( IH j — I ; 

cette relation, signalée par Binet (*), joue, par rapport à la fonc- 
tion Ta(x)^ un rôle analogue à celui de la relation fonctionnelle 
dans l'étude de r(^). 

Formule de Stirling. — On a 

m(x)—m(x-h i) = — ; [\o*f;(x -t- i) — logJ?] — i; 

mais, si, dans le développement (p. i4o) 
log(jr-hi) — logj: = I -+■ - 7 -f- 7 ; -r H-. .. , 



I I 



on remplace les coefficients ô> 7» * • ' d'abord par zéro, puis par 
le plus grand d'entre eux ^y on obtient la double inégalité 

< \oc{x -h i) — loga: < — - — IH • , 



(•) C'est Cauchy qui le premier a fait usage de cette notation {Œuvres com- 
plètcsy !'• série, t. VII, p. a8i). 

(*) Mcmorie délia realc Accademia délie Scienze di Torino, t. XXIV, 1820, 
p. 4io. 

(^) Journal de l^ École royale polytechnique, 27' caliicr, t. XVI, 1839, p. 220- 
269. 

( ' ) Journal de l'Lcolc royale polytechnique ^ 27' cubicr, t. XVI, i83y, p. 228. 
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(|ui entraîne la suivante 

o< ni(a:) — tjt(x -H i) < — ( ), 

et, pareillement, 

o < m{x -\- \) — m(j' -h •?. ) < — ( ) » 

1-2 Vx H- I T -^ •!/ 
ï 

o<ro(.r-h/ï — I) — ro(j?H-/i)< — ( — ): 

^ ' ^ ^ i'i\x-hn — i a7-Hn/' 

en ajoutant on trouve 

o<,m(x) —m(x -^ nX, — ( )• 

\'À\x x-\-nl 

En particulier, pour x = n^ ces inégalités deviennent 

o<ni(/i) — mi in) < — — $ 
' if\n 

par suite, si Ton pose ^ . 

.r— - <- 

X ^e--^ 
on voit que le rapport ^ /^ rend vers l'unité; or 



cp»(/i) _ A 'jt/i -h I / '2.4.(). ..ti/t \* I 
^(•2n)""y ^ an ^ i.3.5. . .ân^/ '^'^-^-i' 

expression dont la limite, pour /i = oo, est égale à v/^ic, d'après 
la formule de Wallis; quand n croît indéfiniment, f (n) a donc 
pour limite v^a?:, et il en est de même de o(x -+- n)^ car 

o(a?-H/i) L \ '*/ J'L'*^ 1.9... .(n — i)J' 

égalité dont le second membre tend vers Tunité pour n = oo. On 
en conclut que, pour n == ao, la limite de i9(x+ n) est zéro. La 
fonction m(x) vérifie donc la double inégalité 



o<m(j')< y^, 



et l'on peut poser 

» 

^ ' \'XX 
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en désignant par un nombre positif compris entre o et i . Si Ton 
remplace t3{x) par cette expression dans l'égalité 



elle devient 



' / l 

__ I _ 

nfr»Tw ^»gg^ j^ formule de Stirling (*). Lorsque la variable est égale à 
un entier m, cette formule se réduit à 

' - 1 tt 

^ r <^'^ ^ i.2.3...m = v/ï^//r'^*^e""'^ï^, 

résultat qui a une grande importance dans le calcul des probabi- 
lités. 

La formule de Stirling a fait l'objet de bien des démonstrations, 
dont notamment celles de Cesàro (^) et de Rouché (') que nous 
avons mises à profit. 

Applications. — I. — La formule de Stirling permet de cal- 
culer deux limites du nombre de Bernoulli B;,. 
En effet, 

par suite 

mais, S2/4 décroissant % mesure que n augmente, il en résulle 

B, "^ 'x'in-ï-r^n-t' 



( • ) Methodus differentialis : tive Tractatus de summatione et interpola^ 
iione sérier uni infinitarum, p. iSS-iSg. 

(^) /S'ouvelle Correspondance mathématique, t. VI, 1880, p. 334-357. 

( ' ) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des Sciences^ 
l. ex, iS<)o, p. 5t3-5i5. La démonslralion de Rouché est relative au cas où x 
e^i un entier positif, itomes Teixeira l*a étendue au cas où x est un nombre 
poitif quelconque {.\ouveUes Annales de Mathématiques. 3* scric. t. \, 1891, 
p. 3ii-.)ij). 
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d^où, comme B| est égal à -9 



B« 



d'autre pari, si, dans l'eipression de B„, on remplace S2/1 par 
l'unité, on en déduit 

^«>^ (27r)«« • 
Or, d'après la formule de Stirling, r(2/i -f- i) vérifie les inégalités 



r(2/i-4-i)> /Î7:(^/i) "^ *«-««, 
on a donc 



— . / . ln-+-- — în-t-z.- 



„ ^ I (2/1) î» -«'»-^irr 

(2Tr)*''-i 

La première de ces limites, entre lesquelles B;, reste compris, a 
été indiquée par Cauchj (*). 

II. — La formule de Stirling est d'un usage commode pour 
l'évaluation de certaines limites. ^ 

Soit, par exemple, 

(i.a.../i)"» m"«Vi 



1 .2. . ,nin 



on a 



mn -¥■ — 



par suite, 



1 1 

I .2. . »mn = (2'n)^(/n/l) s ^-/nn-t- ci (/n«) 



! m -I 



( ' ) Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. Il, p. 396-397. 
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quand n croit indéfiniment, m restant fixe, ^{n) et m(^nin) 
tendent vers zéro, et Un a pour limite 

I m— I 

U = /?l«(27t) t . 

C'est ainsi que Cauchj (*) a déduit la formule de Gauss de la 
formule de Stirling. 

Formule de Oadermann. — De Tégalité 
on déduit successivement 



/ xn -¥ \\ . J I \ 
miT -r- /i) — mi^x -^• Il - i) = ( j^ H j lo^'T i -; j "~ ' • 



et par suite, pour n = x, 



•<-> = ï[(-'-^)'-(-?T7;)-J^ 



iir=0 



c'est \9i formule de Guderniann{^), 

Séries de Binet. — Le terme de rang n de la série ^{jc) peut se 
mettre sous la forme 

Un^x = '-(x-\-n)\(\^{\ ! — ) -+- - Iog( I ! — )■-<; 



{^) Exercices de Mathématiques {Œuvres complètes, a' série, t. VI |, 
p. iQi-ri3). 

(•) Journal /tir die reine und angewandte Atathematik, i. XXIX, iS^:», 
p. -.no. Gudermann, dans son Mémoire, semble craindre qu'il n'y ait ronlradir- 
tion rnlrc sa formule et la formule de Stirling. Celle appréhension est rîcn 
moins que justifiée. 
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maïs, pour toute valeur entière de n, 

/ I \ __^ 1 _ I 1 £ I I 1 

en supposante; positif; le /i'^™'' terme de m{x) est alors dévelop- 
pable suivant la série positive 

Il '?. i 3 1 

W/i-l = 



par suite, d'après le théorème des séries de séries, 

n=ao /! = » /l = «o 

— _i_ ^ I 2 ^ I 3 ^ I 

'"^^^"" 3.4 ^ {x-\-n)-^ "^ 4.<> -^ (:r-h/i)» "*" J.8 2à (ar-h/i)* ■^•**' 

n = 1 «= i n = \ 

X >o. 

Celte formule remarquable a été établie pour la première fois par 
Binet (*). 

Maintenant, le terme de rang n + i de ny(x) peut être mis sous 
la forme 

u« = (x-4- /i)log( iH ) -+- - loj;( iH ) —I ; 

^ \ x-\- nj 2"\ x-\- nj ' 

or, à partir de n = o, on a 



Iog( IH ) 



I I 



en supposante? supérieur ou égal à Tunité; par conséquent 

__ I I 2 1 3 I 

"""^ 3T4 {x-^n)* " Jjî (a?-h/i)» "^ O (X'+- /*)♦ "■•••» 
d'ailleurs, la série positive de terme général 

11 21 3 I 



3.4 (^-^/ï)* 4.6(ar-h/i)' 'i.8 (a:-h /i)* 



4-.. 



(') Journal de l'École royale polytechnique, .i-]' cahier, t. WI, 1839, p. uaG. 
La démonstration que nous donnons ici nous parait plus simple que toutes celles 
qui ont été proposées. Voir, par exemple, celle exposée par Bourguct dans sa 
Thèse, Annales scientifiques de VÉcole normale supérieure, 2« série, t. X, 1881, 
p. ij8-i85. 
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est convergente, comme on vient de le voir; donc 



fi = • 
3 



n =0 rt = « = 

ar^ I, 

formule due également à Bînet (•). Ce dernier développement 
diffère du précédent par ralternance des signes; en outre, dans 
les sommes, la valeur initiale de n est zéro au lieu d*étre Tunité. 
L'étude des séries de Binet, leur transformation en séries se 
prêtant mieux au calcul numérique, et enfin la détermination du 
reste, ont donné lieu à de nombreux travaux. 

Série de Stirling. — Si Ton met la fonction de Binet sous la 
forme 

m — • 

en faisant le changement de variable 



>. .r -r- •! m — I 
on obtient 



-^[':,"^'^,-'\ 



MX) 

m - I 



or, le terme général de cette série est la somme du développement 
(p. i4o) 



3 » • 'xp^i~^ ' 



par suite 

m — 00 p : 



nj ( j: ) = N 7 î . 

^ J^ -Xp-r-X ('lX-{- 'im — l}*t' 
m — t p=.l 

Ce développement de Ta{x) en série de série est dû à 



( ' ) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l'Académie des ScienceA, 
l. IX, iS39, p. i58. On a souvent attribue ;i Féaux la seconde des formules de 
Hinet. 
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(iilbeii (*); pour en déduire la série de Slirling, il y a lieu d'uti- 
liser une formule relative aux nombres de Bernoulli que Ton 
peut établir de la manière suivante : 

Lorsque, dans la relation de récurrence qui définit les nombres 
de Bernoulli (p. 117) 

+ (_,)«-• ii^Lillli^ •.' B, + (-.)».«= o, 
on remplace n par /? -h 1 , elle devient, après avoir multiplié par 

•;►( w -h I ) — ^^ •>.* B, -+-... 

i . •>. . '^ 
_ ^_ , )« ULtA .^.î/i f î B„^ , = o. 



Ainsi, pour p — /i -h 1 , récjualion 



•> n — — jt* Is 1 -T- . . . 

\ .1 



I .-;►.. . j» n 
- (- I)" - -' -'- ' -^'«-^îjî,,^! = 



I .Ji. . .( ^/i H- «2 ) 

est vérifiée; si l'on désigne alors par //©, //|, . .., //a, ..., //«, w,/^i 
les valeurs absolues des termes de son premier membre, on 
trouve 

''^♦-1 ~~ { >.p — 'j.k -^- \)( //f — 'iA) Su-Hs' 

mais, l'entier /* étant au plus égal à //, à partir de p ^rz n -\- •>, la 

condition 

tJ . 7^ 

{•>.p — •;►. k -k- \){'ip — 'ih ) -.u» 



(' ) Mémoires de IWcddémie royn/e des Sciences, des Lettres et des /ieaitjr- 
Arts de Beli:ique, !. \LI. is-j'.-iKh;. 

G. 1) 
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vs{ n»m|)lie; d'aiilre part, les inégalités évidentes 
entraînent la suivante 



on en conclut 






inégalité cpii est vérifiée même pour A' = o, comme on le constate 
sans peine; de là résultent les doubles inégalités 

0< //o— "|-+- "J— «3-^-. ••-+- "îX < "sxm. 
I/,X< tto— '/l-H «î— «3 -+-...— //,A_, <(), 

et l'on peut poser 

Kn définitive, le nombre positif Ay, étant au plus égal à riinilé, 
i\ partir de // -- o <»t de /> rzz // -f- i , on a 

>/» — - ■ —>.-\\i -r. . . 



I . ' . . . Jl 71 

- ( •> /* -^ I r> /> . . . ( •!/* — •>. 71) , 



1 .•>.... J ■>. 71 H- '1 ) 



(I'im'i, <mi divisant par v./>^>/' !- i^, 

■»t/> -:- I I .-> I . >.i..| 

I .»...> 7* 



•*'" lî. 



. ( ji/» — n. ..« ^./> — i/i » , 

• I -t I •> fi ■! . " I 



I .7. . .« Wi -:- » ) 



par consécpient. 

I n, 
t 1 . ' 

I n. 



7 *• J 

i. I I . » 
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H. ( , y, 55f ,,«., ^zi^ih^ , 

{'XH-^-\){'?.ri -r- •}.) \ .'}.. ,.'x n 

I _ Jli . , 5l . i (a/t H-3) ( 2/i -4-jO 

•i n — 3 ~" I . i 3.4 I . 'Ji 

( Ji 71 -+- I ) ( 2 Al -+- 7. ) !.•;>... '2 7i 

I _ JÎ||^ 5 __ J^ ^ ( 7. /i -t- :j ) ( 2 n -4- 4 ) 

7. /l -+- 7 "" I . 2 3 . .| ' 1.2 

( 7. 71 -H I ) ( 7. /I -i- 2 ) 1.2 2 71 



si Pou se reporte maintenant à la relation 

ni' 






m(jr) — 

in —\ p 1 

on voit que 

H, Wt ii 

m ( .r) = r7| — ; //* 77—, -}-...— ( — \)" <i „ 



1.7 " J . i ^ 7 71 — I ; 7 n 

( 7 71 4- I)(^27i -;- 7 ) 

en posant 

m — 90 p - tB 

a, = 2«>^ V y (•^/>-l)(7/>-7)...(2/>-7X-- 7) ^^,. 
^ ^ Aà 1.7... (7/1 — 2) 

//i ^ I ;i = A 

dans la première sommation la limite inférieure de /> est A* puisque, 
pour les valeurs i, •>., ...,/»• — 1 de/?, le produit 

(y.p — î ){>./> — 7 ) . . . ( 2/> — 2 / -•- 2 » 

s'annule ; d'ail leurs, ù partir de /> -- /», le rapport 

( 7 /> — I M 2/> — 2 ) . . . ( 7 /> — 7 / -4- 7. ) 
I .■>. . . .(7/» - 7 ) 



est identiquement égal à 



( > /* — I ) 7 /i . . . ( 7 /> — I » 
I .2. . .^■>./* — » A -^ \) 
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par siiile 

ÀêÀ A^ 1 .'Jt. . .('2/> — jsA -h I) 

or, le développement 






i.i.:j 



a pour somme • 



I 



c'esl-5-clire 

,-ikt-1k^\ |(.^ _|_ ,;, __ ,)-2A^I _ (.7. _^ m )-s^-^i j; 

il s^ensiiit que 

III — 00 

ml 

d'où 
donc 



(ik 



H, I Wi I H,, I 

t(X) - -^—- , -h. ..--(— D" — • 



ou bien 



<» :: < I. 



on,,., 



(7. // -+- I ) ( •;// r- •>. ) X''^ ' ' 






[ j II -- irt II j-'" -' ( •>. /i -,- I ) I ji /i — ï I y»"' I 



u 



l . t. X 5. I ./-^ jjï .r^ 



fsl (lilr xfvi> ^/r Stirlùii^ ( ' ). C^'esl (^aucliy cpiî, dans un Mémoire 



(' ' j MrthndiiH (Ujferciitialix : si\r Tnirtittiix de sunifiiafin/ir rf intrrnn/ft- 
fmnt' svnciuin ii Jiniittruin . \>. i...)-i m/. 
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1res remarquable ('), a donné Texpression du reste 

U,M-, I 



" ( •! n -+- I ) ( j! n -h 'jt ) .r^" ^^ 

La inélhode (jue nous avons adoptée pour y parvenir est toute 
différente de celle de Cauclij et des procédés généralement suivis ; 
elle oflre cet avantage d'être 1res élémentaire. Nous en avons 
trouvé le principe dans un Travail du mathématicien suédois 
Berger (-). 

L'étude de la série de Stirling a fait l'objet de recherches nom- 
breuses et intéressantes, parmi lesquelles on doit mentionner 
celles de Schaar, Genocchi, Limbourg, Bourguel. Celte série est, 
en effet, Tune des plus importantes et des plus curieuses de l'Ana- 
lyse. Il est facile de constater qu'elle est divergente, car, si l'on 
pose 

-= ^^" — î— 

( t.n — \ )'Àfi .r*« ' 

on a 

tt., 41 __ i->.n — I )•/. n S^,,^ 3 

égalité dont le second membre croil indéfiniment avec /i, de sorte 
qu'à partir d'un certain rang les valeurs absolues des termes aug- 
mentent sans cesse. Mais, et c'est là ce qui constitue l'originalité 
de la série de Stirling, bien qu'elle soit divergente, elle est néan- 
moins extrêmement utile pour le calcul approximatif, et ce fait 
provient de la décroissance rapide des premiers termes lorsque .r >. ^ 

est sunisammenl grand. En prenant les valeurs absolues. Terreur dc 'j 'C^) 
commise est toujours moindre que le premier des termes né- 
gligés; elle sera la plus petite possible si l'on s'arrête au terme qui 
précède le terme minimum, et voici, d'après Legendre (^), com- 
ment on détermine à peu prés l'indice du terme (ju'il convient de 
ne pas dépasser : 



(') Exercices d'Analyse et de l'/iysif/ite mathématique, t. II, p. .'iS(>-:)<jS. 

(-) Ofyersii^t af Kongl. Vetcnskaps-Ahademiens Ftir/uitid/in^ar, l. WWIf, 
iSSo, II" 10, j). \i-\\ cl p. 5i-.')3. IjJi (léiiioiistnilioii i\v Urrfirr csl nîlativr m'uIc- 
iiiriil ail ras où x est un rnlicr. 

( ') Exercices de Calcul intégral sur divers ordres de transcendantes et sur 
les f/f(ftdratures, t. 1. p. nj». 
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iJe l'inégalilc 



"/f- I < 'Jt/l — I r//i 



on déduit 

par siiilc, //,, décroil tant que n ne devient pas supérieur à Sjci 
le plus grand entier contenu dans 3x est donc sensibleinenl Tin- 
dice du terme auquel on doit borner le développemenl. 

Soit t„ la valeur absolue do Terreur commise; elle a pour 
expression 

on.., I 

£ , = > 

n, comme 

il en résulle 

n. 



si, dans cette inégalité, on remplacé H,< par sa limite supérieure 
«p. ;<>i; 



on obtient 









d'iHi, en faisant // - .».r. 



rt, à plu> forte rai>on, .r clant au moins é«:al à i , 



^ u nh 



r*r>t-ii-dir«" 



M 



I *-. I *' 

H» J iU<| ... I - ) I - ) 



Lr >i-nr ilr riircur r^i le que irliil «lu pu luitM- ton 



négligé. 
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La série de Slirling, à cause de sa propriété si singulière de 
donner une grande approximation malgré sa divergence, fut 
longtemps considérée comme une inexplicable anomalie par les 
analystes qui estimaient l'emploi des séries convergentes seul 
légitime. Cette manière de voir n'était pas justifiée, car la théorie 
des séries divergentes peut être établie avec toute la rigueur 
désirable, ainsi que l'ont montré des travaux récents ('). En 
particulier, la série de Stirling rentre dans la classe des déve- 
loppements auxquels Poincaré (-) a donné le nom de séries 
asymptotiqueSy séries auxquelles il est possible, dans certaines 
conditions, d'appliquer les règles ordinaires du Calcul algé- 
brique. 

Fo?rCTIONS DE PRYM. 

On peut se proposer de déterminer la forme générale des fonc- 
tions F(.r) satisfaisant à lu relation fonctionnelle 

où A désigne uno constante, et telles que la limite, pour n=zcc^ - v4 ' t(^ 
de l'expression ^ , r\* n . "* T 

soit égale à une autre constante B. y/*/) .,^x #►*•'; '^ 

La relation fonclionnelle, supposée satisfaite, donne successi- 
vement 

Vix) = - V{x -^ i ) — A 



Wb 



r ( j- -h I ) = r ( ./• -+-•>►} — A ; 

F { j- -I- 7. ) = F ( ^- H- 3 I —A ; 

J- -- À X H- '}. 



1*' ( .r -f- /i — I ) = V Kx -\- n) — A 



.r -:- n — I 



( ' ) l'air : Kmii.1. Boui.L, lA'rons sur les séries divergentes. 
(-) Acta mttthematica. l. VIII, i8S<i, p. m,'j-3o;5. 
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si l'on ajoute ces égalités multipliées respectivement par les rap- 
ports • 



(Yf 



I X X(X -I- l) 

on trouve que F(x) est égal à 

yx x{x-^\ 



j:(.r-h i)...(ar4- n — >.) 



Vix-i-n) 



^(j--hi)...(.r-T-n— I) 
or 



x(x- 



-i)...(x-+-/i--i )J • 



X{X 



= r(jr) : — 1 



et, la limite de cette expression étant 13r(j:), si l'on représente 
par S(a") la somme de la série convergente 



1 



on a 



I 1 

X x{x-^i) -ri j^ H- I) (xH- 7) 

F(x) = Hr(x) — AS(r); 



lelle est la forme générale des fonctions F(x); la fonction gamma 
est la' plus simple; elle correspond au cas où A est nul et B égal si 
Tu ni té. 

Si maintenant, dans la relation fonctionnelle 

I ' ( .r -h n ^ A H- X F ( ^ ), 



on remplace x successivement parx — i, a* — a, 

on déduit 

V {X) = \ -h { X — I ) V(x — I ), 

V {X — l) = \ -r- (X -- '2)ViX — 'J.), 
\'{X—JL)- \ -^ iX — 'i)V(x — ') ), 



m, on 



V { X — /// — n — A -f- « ;r — m )Vix— ni w 
on multipliant ces é<;alilés respectivement par 

I. ./• — I, tx — i)(.r— 2), ..., ix — i){x --A) . Ax — m -k- i)t 

on obtient 

!•'( ./• » — \ 1 1 -*■ « ./• — I I — ( .r — I ) 1 .r — u > H- . . . ^ ( .r — i m .r — ji >. . . 
• ( /• - I M r — ■»»...( .r m ) V • ./• — tu ». 
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d'où, pour j- = m H- 1 , l'entier m étant positif, 

F( /;i -I- I ) = A [ I . Jt . . . //iH- -2 . 3 . . . m -^ . . . 

-+- ( m — I )/n -h m -+- 1 ] H-i . 2. . . m( B — A ^ ). 

La série S(a:) est le produit de deux séries qu'il est facile de 
déterminer. Soit, en effet, 



x(x -{- i). ,,{x -^ n) X x-\-\ X -\- n 

si Ton chasse les dénominateurs, puis que dans Tégalité obtenue 
on fasse x égal successivement à o, — i , — . 2, . . . , — /?, on trouve 

I II II 

I . a ... A* I 1 . 2 . . . ( n — I ; 1 . 2 1 . 2 . . . ( /i — 2 ) 

par suite 



a:(.r -r 1;. . .(X -^ /i) i.2,../i x i.2...(/i^i) i x -\- \ 

I I i 

H .; . 

1 . 2 . . . ( /i — 2 ) 1.2 X -r- -1 
l I 



-(-!)« 



I . 2 . . . /l J^ -H /i 



cette expression est précisément le terme général du produit des 
deux séries 



I I I 

e = iH h ■ 



1.2 1 . 2 . . . /i 

et 

III II , Il 

\ ...^(— ,)/# H...; 

X I x H- I I . 2 J7 -f- 2 I . 2 . . . /l J^ -t- /i 

on désigne parP(x) la somme de cette dernière série, et parQ(j:-) 
la différence entre l^(^) et r(x), de sorte que 

P(x)=lS(x), Q(x) = r(x)-P(:r); P^/J r l3 fé^j ^^t 

les fonctions P(x) et Q(a:) sont les fonctions de Pi y ni (*). La 

(*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. LXXXII, 1877, 

p. 165-172. L'expression de Q(j:) sous forme explicite est compliquée. Hcriiiilc 

founuU fiir die reine und angewandte Matheniatik, t. XC, iSSi, p. 33-i-336) 

nu à un développement où figurent plusieurs séries. Mellin {Acta 

ftj t. 1I| i883, p. a3i-232)a fait connaître un autre développement, 

9Ù n*entrc qu*unc seule série. 
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foiiclion r(a:) se présente alors comme la somme des fonc- 
tions !'(/•) et Q(x), et l'expression générale des fonctions F(^) 
devient 

La fonction V{x) se réduit à l'une ou à l'autre des fonctions de 
Pryni, suivant que Ton choisit pour les constantes arbitraires A 
et B les nombres 

A, = . B| = <>, 

e 

ou 

e 

il en résulte ({uc les fonctions l*(^^) et Q(^') vériiiciil 1rs relations 
fonctionnelles 

V{jr — i) = xV[jr) , ^H«r -h I) = xQ(.r) -r- -, 

e* t' 

et sont telles que les rapports 



/i-*" i .?.. . .{il — I ) n-^ 1 . 7. . . . ( /i — Il 

tendent, pour // = x, le premier vers zéro, le second vers ruiiiié. 
Enfin on a 

eV{.r)— — I — ( .r — I » — ( X — n ( ^ — j» > — . . . _ ( ^. _ i ^ . . . < ^ — //, _^ , ^ 

-^ (jr — Dix — /), ,,{x — /#! )elN j m), 

ei^ix) — i -^ {X — i) -^ (X — i)(.r — 7. ) -fr-. . .-- ( j I ). . .« .r — m -r- i > 

-^ ( J^ — i)( X — ot). . J X — //» \cO( X — //n , 

d'où, pour .r = 7/1 -^ I , Tenlier //i étant positif, 

rV{ m — n ~ — i .<.•.. //i - - y». . j . . . //* — . . . — m — i — i .»...//#/' , 
r # ( //i -+- I ) = 1 . 7. ... //i -I- ». 3 ... //i -t- . . . — //i — I . 

Application. — On vient de voir que, pour loule valetir «le .r. 
non égale à zéro ou ù un entier négatif, on a 



X XI X -^ t l^f -i- I M X -T- ' » 

I'(.r -T- /* I ~ x{ 
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par suite 

Y{x) ~~ r( J7-+- I) \\x -\-'x) F ( .r -f- 3 ) "^ * " ' 

Si Ton représente par T(x) la somme de celle série, en adoplant 
la notalion de Weierslrass, on obtient 

' 1ix) = Fc(:r-f-i)^ Fc(x-h 2) -^ rc(r-h 3) 4-. . . , 

d'où 

ï(^) — T(j:-^i)= Vc{x^ I); 

d'autre pari, T(a' -}-/') tend évidemment vers zéro pour /i = ac; 
ce résultat, joint à la relation fonctionnelle précédente, suffit à 
caractériser la fonction T(^), car des relations 

T(^) — T(ur^i)= Fc(x-4-i), 
T(x-t-i) — T(x -+-•>.) ^ Vi^{x-\-'}.), 



'ï{x -¥■ n — \) — T{x-^ II) — Fc(j7 -h n)y 
on déduit 

T ( «F ) — T (> -t- /i ) = Fc ( ^- -+- 1) -^ l'Y'( .r 4- v. ) -r- , . . -+- Vc {x -^r n), 

d'où, pour /< =x, 

/i = » 

T(./) = VFr(^-h/* ). 



Fonctions *<.r) et U'(.r). 






Nous poserons 

\{x) dr Vix) ^X ' 

on supposant x autre (|ue zéro ou qu'un entier négatif. 

Les fonctions ^(-i') et ^*(^), que Ton a désignées par les nota- 
tions les plus diverses, jouent un rôle important dans la théorie 
-de la fonction gamma. C'est ainsi (|ue HolderC) est parvenu à 
établir que r(-r) n'était solution d'aucune é(|uation diflerentiellc 



(•) Mathcnialischc Annalcii, l. WMII, i8s-, p. |.i3. — La fonction gaiiinHi 
rsl, parmi les fonriions ttansccnilantcs ciciiicnlaiics. la seule qui prcsenlc la 
parltcularilc donl il e>t (jneslion. 
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algébrique, en prouvant au préalable que 4>(x) avait ce caractère. 
La fonction ^''(x) ne présente pas moins d'intérêt, car, en partant 
de son développement en série de fractions simples, on peut 
retrouver, comme Ta montré Hermile('), toutes les propriétés 
de r(x). Inversement, il est facile de déduire toutes les propriétés 
de 4>(x) et de ^'(^) de celles de r(j:); si l'on prend, en effet, h^s 
dérivées logarithmiques des relations 

r(.r --- i) — jrV{x), 
V(x -h m) = xix -f- I ) . . . ( J" -+- m — i}V{x)^ 



l\r)l^(i — x) = 



m-1 



(I \ / ffl - I \ —tn.v-*- - 

on obtient 






*!> i .r -h //i ) — *l» ( J^ ) = - 



■— , '^) 



X -T- m — I 



<tUx ) — *!> ( ^ H ) -T- . . . -r- «l> ( .r H ) — m ^H mx) — m lo;? m , 

\ "' / \ "' ■ / 

et, en dérivant encore une fois, 

^ x* ix-^ D' {X -'- m - D- J 

iï-^.r,-r-M*(i-.r)r-. (-. " )\ 
\Mii7:^"/ 

M( .r ) -^ ^' ( ./• - - '- ) -^ • • -+- *•' f •'• - - — ""- ) = //!- M* ( //* X ). 
\ /" / \ '" / 

Kniin, à toutcsces formules on peut joindre les deux suivantes 

<l» "N ^ -t- I ) — «I» "' ( .r ) -— (— I /♦ J'^' ' 

/' '" 

I . i . . . /* ' ^ ^ (/• — />— I )"♦ ' 

/•- » 

(') l'itculli' tics Scirticcs (le t*tiris. — (^nitrs ilc M. llrrrnilc tcilti^c eu ï*^*^j 
/uir M. Andoycr, \' i-tl., |». l'i'-i'i'»- 
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que Ton trouve en dérivant // fois les deux premières relations 
relatives a ^(x). 

Nous avons vu (p. uo^) que Ton a formé de nombreuses fonc- 
lions semblables à V{x); on a été amené, par là même, à con- 
struire des fonctions analogues à ^{x) ou à M*( j-). Telle est, entre 
autres, la fonction 

ç(.r-+-i) =r /-[.,;a>(j:-+-i)|, 

étudiée par Blaserna (') à propos de recherches optiques, et dont 
les propriétés rappellent celles de ^(r). 

Développement de <l>(i -r j-) et de ^\\i-^ x) en séries entières. — 
Les fonctions 4>(i -h J') et ^*(i -}- x) sont déveioppables en séries 
entières de rayon de convergence égal à l'unité; en effet, par deux 
dérivations successives du développement 

loj;r(i-^:r) r-— p:^ -t-Sj^ — S/vj -h..., — » < ^ !:: » , 

on obtient 

tl>(\-r-x)= — p -^ StT — S3J"*-4-..*, — l<J^<I/ 

n'{i-hx)= Sî --Î1S3X-+- JS^jr» — ..., — i<j-<,. 

Gauss (-), dans son Mémoire sur la série hypergéométrique, 
a donné, d'après les calculs de Nicolai, en même temps que les 
valeurs de logr(.r), celles de ^{x) de i jusqu'à u, de centième 
en centième, et avec dix-huit décimales. 

Développement de ^«(x-4- i) et de M7j^+ i) en séries de fractions 
simples. — Si, dans la série entière 

iïfi 4- x) — — p -f- SiT — S.|.r--h. . ., 

on développe les sommes S^, S^, . . ., puis que l'on groupe les 
termes dont les dénominateurs sont les puissances successives 



(') iMemorie délia realv Arrndeniift dei IJncci. *)- sôric, l. I, i8«»'», p. '|||<>- ").')-. 
{' ) Cari Friedrich f»auss IVcrke^ l. III, p. i^Ji-iGj. 
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l'j.— -v-'f 4. tl'un même entier, on oblienl ainsi les progressions suivantes : 

a 
(» 



hi--i^ 



a^ 


= 


3? 


— 




: 


^3 


l(ar-Hi) 




•2 ( J? H- -2 ) 


•2» • • * ' 


J* 


=r 


jr 


— 




-i- 


:r» 


/l ( J^ -h /l ) 


/iv •••' 



ces séries sont absolument convergentes dans rintervalle( — i ,-|- 1)^ 
d'ailleurs, pour une valeur positive de a: intérieure à cet intervalle, 
la série de terme général 



nin — x) /i* n^ n^ 

est convergenle ; par suite, diaprés le ihéorème des séries de 
séries, 

' ' I(,r-4-f) '}.{jr-r--x) 3(^-hS) 

ou bien 

(^e développement était connu d'Euler ('). Il offre la particularité 
remarquable que la série des fractions simples qui y flgurent 
devient absolument convergente par Taddition d'une constante a 
chacune de ces fractions. Ce fait, d'après Weierstrass, a été la pre- 
mière indication qui ail mis sur la voie du théorème de Mitlag- 
Lefner(2). 

Le développement de 4>(.r-f-i) en série de fractions simples 
subsisle, pour loute valeur de x non égale à un entier négatif; en 
effet, 

«l> ( .r -;-•>. ) — '!>( .r -^ n = , 

j' -h I 



(') /nslitutioncs Ctilvuli différent ia lis, partie v*, î^ 38|. 

(-) Voir iino lellrc a<lrrssrc par llerinilc à Milltifi-Lcfllcr et reprotluilc dans le 
Journal fur die reine nnU fingesvandte Mathematik, t. XCII. iSSj, p. l'iViVi. 
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mais 

-^-(- — -)^(— — ^)-^(-^ — ^)----, 

par suite 

*('-^^»=-?-^('-:r-h)-(-î-.7^)^(3-d:i-)-^-- ''-f">--s' 

Ainsi, le développement de ^(x-hi) reste valable quand on y 
remplace x par j* -f- i ; il a donc lieu pour toute valeur positive 
de X, et Ton verrait pareillement qu'il en est de même pour toute 
valeur négative de x non entière. 

Si maintenant, dans la série ^ C^J ' ^7^ U 

on développe les sommes So, S3, S^, ..., en rassemblant les termes 
dont les dénominateurs sont les puissances successives d'un même 
entier, on forme les séries 

I _ f X x'*' 

(./•-i-i)« ~ T» ""^7» "^ 7*"""'*' 
' - — — 9, — ^- 3 '^- — 



( J- -r- -2 I* '2' 



I _ I X X^ 

Kx -^ n\^ ~ n^ ' /i"* fi* 



et Ton constate sans peine qu'à l'intérieur de l'intervalle ( — i , -h 1 ) 



t 



(^•-+-1;* iX-h'?.)* (^-^3)« ( 

développement dû ù Oauss ('); il a lieu pour toute valeur do x 
non égale à un entier négatif, car 

T(.r-:-7 ) M'(.r-r-l)= ! -y 

d'où 

r I 1 

^ {x-r--?.}' (:r-r-3)* (XH-{»* 



(') fart Friedrich Gattss M'erke. l. III, |». i.m. 
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on en conclut que le développement de ^'(*^) "'^^sle valable pour 
toute valeur positive de x; on établirait de la même manière qu^il 
subsiste pour toute valeur négative de x non entière. 

Limite de rexpression logw— (-h ! h... h ? ) 

pour « = oc. — La série 

^ \l T/ \1 X -^ \ J \S J-H-'Jl/ 

peut se mettre sous la forme 

(-H h-H-...H ?)— --^ H... H ) -+- R 

\ I x i n * / \x -r -H I X -t- /i — I / '' 

en désignant par II,, le reste; or, si Ton pose 

Il I , 

' I K n 

la série précédente devient 

. .I.(x> = o„-? -V loK,. _ ( j. -^ _1_ ^. . .+ a--..-'n-, ) ^ "« = 
on on conclut que <!>( j-) est la limite, pour n = x, de rexpression 

résultat qui pourrait servir à définir <^(x) (' ). Kn particulier^ 
pour .r --rr I , on a 

s — - <I>(|). 



Développement de la différence *\*(t -^ a) — 'l*(r). — De la for- 
mule 



'I» [.r): 






on déduit (|ue la diirérence 

*l» ( .r ) — *l» ( ./' - n I 




(M roi/' III) Mciiioinr piiblir |iur IMiianl \\r\i «la^^^^^^^^Bi j»e^/or^/«/ 
mathrinalil,}' a fysihr. I. \\l, i"*»!!. p. i.n-i'i^. 
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est é^ale à 



\x — a X ) \:r — a -1-1 x -^ i ) \x — a -r- 'i x -v 'ij 

développement qui est susceptible d*étre transformé de deux 
façons différentes. 

Si Ton suppose d'abord Tinégalité 

; a î < j a: -+- n , 

vérifiée à partir de n = o, les termes peuvent être considérés 
comme les sommes de séries entières absolument convergentes 
telles que ^^ 



^ "' "' =C$.tM^lL. . <^ 






Or, soient r la valeur absolue de jt, s celle de a, et m l'entier 
immédiatement supérieur à /• -}- 5; à partir de n = m, on a 

P—» p=» 

2aP I < \? *'' 

I {x~-r^njf^^ I ^ ^ («—70'^^' 

,1=1 ,1=1 

ou, en désignant par U// le premier membre, 

I I 



u«:i 



n — r — s n — r 



il résulte de là que la série de terme général []„ est convergente, 
puisque, à partir de n = /n, ses termes sont inférieurs ou égaux 
à ceux de la série positive convergente 

11 = 00 

*(/;/ — /•)—*(//< — r — 5 ) = > ( ) ; 

^M \ //i — /• — 5 -T- /i m — r-^ n/ 
«=0 

on peut donc, d'après le théorème des séries de séries, sommer 
par colonnes les développements 

<i« a» 



;r* x^ x^ 



a 



(x-hi)* {x-^\)^ ' {x-^iy 



{x-^fD* {.r -r- np {X -^ ny 

•• » 

G. 16 
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par suite 

n=0 n-0 «=0 

OU, en remplaçant a par — a, 

n = /i=:0 n=0 

Celte série, considérée par Gauss (*), est valable si Ton suppose la 
valeur absolue de a inférieure à la plus petite des valeurs abso- 
lues des nombres x, a: -{- 1, x-[- 2, , , ., x-h n, .... 

Si, maintenant, ou suppose positive la différence x — a, les 
termes de la série 

(-'---:)-.(-. ' .— !-)-.(- • ■-)-.... 

\x — il jr/ \x — a -r- 1 X ~- 1/ \x — a H- 2 .r -t- •>/ 

sont développables en séries absolument convergentes (p. 209-2 10 > 
telles que 

(railleurs, soient encore /• la valeur absolue de x, s celle de a^ cl 
m rentier immédiatement supérieur à r-hs] à partir de n :rr= /w^ 
r inégalité 

/» - -, , '' - • 

^ tiia •-n...(a-- p — 1) ' ^-^ sis- i)...(* - /> — i\ 

jiâ\[.r-\ /!)(./• ' n n. . .(J* -i- n -+-/>; i "^ (// r)(« — r -r- 1). . .( /T"- ' r — 

rsl satisfaite, d*on, en représentant par V„ la première somme, 

V - ' - • -• 

' « — — * 

n r — A /i /• 
on en conclut, comme précédemment, <|ue Ton peut sommer par 

(' ' (tirl rrifiirirh (iauxi Hcrke, L III. |». r».J. 



colonnes les séries 



^0 = 
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a(a -+- 1) 



14^ 



a a(a -4- i) 



'-c^ 


4. 


>^ 




/^" 


^ 


t -k 


■*■ 


1 ■>- 


^ 


u- 


^ N^ 


y: 


; 


3. 


li 



{X -7- 1){T -^ 'A) {X — 1){X -h 2){X -h i) 

a aia -h i ) 



(ar-f-/i)(j7-h/i-i-i) (ar-f-n)(x-+-/i-7- \)ix-\-n-^-}.) 
mais la série 






k;^ 



x(j7-M)...(a7H-/>) (ar-T-i)(JF-Hi)...(^a:-T-/>-t-i) 
a pour somme 



H «^7 



par conséquent 



p X{X -T-\). . .[^X \' p I) 



^ ' _ f 
' 1 [.i 



r\ ^ / ^ , . « I a ( a t- I ) I a ( « -r- I ) ( rt -h Ji ) 

y X 1 X\^X -^\) ;a:(j7-t-|)(j7-7--2) 

ou bien, en changeant le signe de a^ 

^ , ^ , ^ a i a(a~ \) i a(n — i)i a — ■?.) 
*P(x-^a) — v(x) = h .- -- - . . . 

X 'XX{X—l) \ X{X -• Ï)(X -^ '2) ' * 

la somme x -{- a étant positive. 

En particulier, si a est égal à un entier /w, cette formule de- 
vient 

m i mi m — i ) i m( m i)( m — a ) 



^(x -^ m)— *(ar) — 
d'où ridentilé 



X 1 xix-T-i) 3 x{x-Tt)ix-h-i) 



I 



I 



«K 1' t ' ' 



I I_ ^ j , j . , 

__ m I m(/n — i) i m(m — i)(m--j>) ^,, '^ ' .vU-.l**- 

' j: '2 x{x-^i) ' 3 -r(a:-î- i)(j: - ji) *"' 

qui, pour x = i, se réduit à la suivante : 



I _ //i I rn( m — i ) i m(m — i)(m - i) 



I 'à m I À I . '1 

^Q due à Jean Bernoulli. 



1.51.3 



•« 



«.( 



^ 






r--l 






) 
4 "i 



^^\% 



>s 
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Si l'on égale les deux développements dans lesquels on a suc- 



\ cessivemenl transformé la série 

on trouve 



x^ 



* »^ n =0 



^-2rf(xH-'/i)^ '^^2à(.r-^n)^ ' ^^2d(T-^ny 



z y 



V 

\ i" identilc très remarquable (|uc Bincl (*) a utilisée dans son Mé- 

^. >' moire sur les intégrales oulériennes; pour qu'elle soit valable, il 
^ ,; faut que x soit positif et supérieur à la valeur absolue de a. 

L'identité précédente donne, lorsqu'on identifie les coefficients 
de a dans les deux membres, 






-J 



Wi.r) ' 



.r -2 ./; (.r -r- I ) ■ 3 X{X -t- i)(x -r- 7.) 

I I 

- -^ ■ — J ^ J 



/"y 



iv 



en admettant que x soit positif. Cette série a été étudiée par 

\^ Bauer(2). 

Détermination de <f>(^) pour une valeur rationnelle de a*. — La 
fonction ^{x) est susceptible d'être mise sous forme flnie toutes 
les fois que x est un nombre rationnel. On Tétablit de la manière 
suivante, au moyen d'une méthode extrêmement ingénieuse qui a 
été indiquée par Gauss (2). 

Si Ton suppose d'abord le nombre rationnel x extérieur à Tin- 
tcrvalle (0,1), en désignant par m l'entier positif immédiatement 
inférieur à x ou supérieur à — .r suivant que x est positif ou 



(') Journal </<• i'h'coie royale polytechnique^ .»7' rallier, l. \VI, iS3i), p. 'j3i 
«*l |). ■?'>'}. 

{') Journal fiir die reine und angavandte Mathemalik , l. LVII, 1S60, 
p. •>')♦>- i7 2. 

(■*) Cari Friedrich Gauss Wcrke, l. IH, |». i'>vi.)7. l'n autre procôilé, plus 
rapi«l«', a «'te donné par Jensen ^^'yt Tidsskrift for Mathcmatikj l. II B, 1891, 
p. :>.» >i;. 
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égatîf, les deux forinules 

f \X — i X — 'J. 

4>(j:) = *(ar-f-w)-— ( i h. . .-f 

\x X H- I 



•i4S 



X -^r m 



m — I / 



^jmoQlrent que le calcul de ^(x), pour une valeur rationDclIe quel- 
^oonque de x^ peut toujours être ramené au calcul de ^(x) pour 
"Une valeur rationnelle de x com[)rise entre o et i . 
Soit donc 



T=?. 



rentier/? étant moindre que Tentier q. On a vu que ^(x) peut se 
mettre sous la forme 



mais 



(.r) ~ p„— p-t-log/i - ( - H '—- -r-.. -H ) 



R« 



log/i = log- -log- -+-• •-^l*»g;737; 



par suite 



4>(ar) h log- h log ! h log- — . . ., 

' X ^ l J7-+-I ^ 1 X-h 2, ^3 



et, en y remplaçant x successivement par les fractions -» - > • 
-> on tire de cette éeralité 

\(j ) 'X ® I q -^ X ^ 1 2 ^ -f- -2 '^ i 



4.(ï) = -?H.iog:^--5: ^log?-,?- 

D'autre part, si Ton pose 



^log-i- 



(O = — » 



2^|6 TIIBORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

en représentant par 'f l'un quelconque des angles 

w, -ito, ..., (7- i)w, '^'T' 

on vérifie sans peine les relations * 

coscp — co^iq -J- 1)0 — cos(2q -1- i )? ~. . • , 
cos'jLf cos(q — 2)^ rrn cos(7.q -h a)îp — . . . , 
• • » 

1 = COS^Q r-r COSa^Ç — COS'i^Çp "••» 

ainsi que la suivante : ^ 

COSO -+- C0S2 -+-. . . r- cosy Ç -. o. . / , 



On a donc 






- oos^ - cosoloc- — -■ — cos(</ ••- l) o -t- coscp loff - - — 



ros2o<l* ( - 1 - - ^ cosji^p - rosu© Iol' —'_ cos(7 ~ •;!)q -: cos2o losr . 

\ ,j ! ji • ^ '^ i q -i-'K ' ' • * '2 

cosyçi» ( ^ ) — - - cos^o -+- cosyolog COS27S -i-cosyolog' — . 

d'oii, par addition, 

cos ;p 4> ( — ) - ■ - ros 2^4>( ) 4-... - cos 7 ^ *l* ( - ) 
- ^fcos^-^ C0S2O --.-eus 3^ -+-...) , 
c'est-à-dire (p. 17S) 
cos;p «l*( - 1 -r- cos jtqp * ( - ) ... *- co^q9 *( — ) = ^ 'og( i — i cos îj ). 

Si Ton considère à présent la somme 

cos/joi co»/*w -f- cosMiy^to cos'Jtrw -: ... - cof^qpoïcosqrta^ 

où r esl Tun quelconque des nombres i, u, 3, . . ., 7, on constate 
que cette somme esl nulle pour toutes les valeurs de /* autres que /> 

et 7 -/?, ces dernières valeurs la rendant égale à ^; en effet, elle 
a pour expression 

/> — /* p -^ r . p — '' /' — /• 

Mny-- -uicn<iiq -i)' —tu sin^' (orosi^ • i)— - — «.> 

i ' j, ' > I ' > ' > 



p •- r •>. // - /• 
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Alors, si, dans la relation finale qui a été établie entre les 

nombres <t(-j> ^f-K ..., ^(^U on donne à <p successivement 

les valeurs w, 2a>, ..., (q — i)w, en multipliant les équations 
formées de cette manière par cos/?w, cos2/>o), ..., cos(7 — ^)p^i 
et les ajoutant à la relation 

on trouve 

<|> (L " J _i- 4> / ^ J — 2<I>(l \ — 'J> \OQq s- COSpOi log(2 - 2C0S(0) 

-^ C0S2/9(0 log(2 — 2C0S2U)) -^ . . . 

-T- CCS (7 — i )/>*** log[^ — *2COs(7 — O^jî 

les deux premiers tenmes étant mis à part, les termes également 
distants des extrêmes sont deux à deux égaux, et, dans le cas 
où 7 est pair, le terme du milieu est 



cosp 



^ log (2 — 2 cos - — j 



il a pour valeur 2 log 2 ou — 2 log 2, suivant que p est pair ou 
impair. 

Enfin, d'après la relation des compléments, 

K^7-')-*(l) ="»•?- 

on en conclut que, pour une valeur impaire de </, on a 

<|> ( ^ ) — <I>(| ) — -I COt— TT ~ I0ff7 -• COS 2 — 71 log ( >. — 2 COS — )-:-... 
T- COS ( ÛT — I ) - 7t log ( 2 — 2 COS X ) » 

cl, pour une, valeur paire, 

<|> £. — <|»(| . — _ C0t~ r — log 7 -4- COS 2 — 7: log I 2 — 2 COS | H- . . . 



^ 



• cos(^ — ■>. > 



'7: log ^2 



-- rj-T-.-OPlog-J 



Telles sont les formules qui permettent d'exprimer ^(a:) sous 
forme finie pour toute valeur rationnelle de x non égale à un 
entier négatif. 



,/ 



/V^■ 



./ 



'i4B THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIER. 

Étude de l'équation ^(x) = o. — On a 



X — Xq 



=y i 

jU (x -î- n){XQ-r- n] 



Les termes du second membre sont tous positifs si les nombres 
X et Xq appartiennent simultanément à l'un quelconque des inter- 
valles 

(o, -f-»), < — 1,0), ( — •«, — I), ..., 

et, comme 

<I>(-T- 00) = -T-x, <I>i — n — o) = -f- oc, ^( — n — o)~ — », 

on en conclut que, dans chacun des intervalles considérés, quand 
la variable x croît de la limite inférieure à la limite supérieure, la 
fonction ^(x) augmente constamment de — oc à -+- oo et, par 
suite, s'annule une fois et une seule. Ainsi ^(x) possède une 
racine positive et une infinité de racines négatives comprises res- 
pectivement entre o et — i , — i cl — 2, .... 

La racine positive appartient à l'intervalle (i, a), car 

*(l)rr — p, <I>(9.)= I — p. 



résultats dont le premier est négatif, et le second positif. Le- 
gendre (*) et Gauss (-) ont calculé la valeur de cette racine qui, 
limitée à sept décimales, est 

X — f,46i632i — 
alors 

r(x) = o,8856o24...; 

c'est le seul minimum de la fonction T(x) dans Tintervalie 
(o, 4- oc}. 

Soit maintenant -- n -{- h la racine négative de ^(x) comprise 
dans rinlcrvalle \ — n, — /i -f- i). Si, dans la relation 

4»( j- » • - <^( I — X ) -z — T. colTTjr, 



( ' ) Mémoires de la classe des Sciences mathematitiues et physiques d^ 
l'Institut de France. iN»«», p. .|»»o. — Traité des fonctions eUiptiques, i. II, 

p. 435-i:j«;. 

(■) Cari Friedrich Oauss U'erke, l. III, p. i^;. 
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on fait X = — n-\- liy on obtient 

* ( « -h I — A ) = 11 cet r A ; 
mais 

*(/i-M — A) — *(i — A) 



I — A 'X — A ' * ' n — A 
et, comme la différence 

s'annule pour n = oo, on peut poser 

*(/i -4- I — A ) - log/i = e, 

le nombre e tendant vers zéro quand n devient infini; ainsi 

A — - arc tang , > 

ou bien approximativement, si n est assez grand, 

log/i 
dans celle hypothèse, la racine considérée ayant pour expression 

I 

X — — n- ' , 

log/t 

il en résulte que les racines se rapprochent de plus en plus des 
valeurs qui rendent la fonction infinie à mesure que celles-ci 
s'éloignent de zéro. C'est à Hcrmile (') que Ton doit ce résultat. 

Application. Courbe figurative de la fonction gamma. -- Soit 

Y — V(X). 

Lorsque x varie de o à -f- oc, la fonction V{x) varie de -f- oo 
à -H oo sans s'annuler el, pour une valeur de la variable com- 



(' ) Journal fur die reine und angewandte Mathematik\, t. XC, 1881, p. 33()- 

;J3S. 



•>.5o 



THEORIE ELEMENTAIRB DES SERIES. 



prise entre i et 2, passe par un minimum qui vient d'être dé- 
terminé. 

Lorsque x varie de o à — oc, si l'on considère les intervalles 
successifs (-— i, o), ( - - 2, — 1), ( — 3, — 2), . . ., la fonction r(jr » 
est alternativement négative et positive dans chacun de ces inter- 
valles et devient infinie aux extrémités. 




Vu moyen drs tables, et en se servant de la relation 



X 



pour les valeurs négatives de x^ il est facile de construire la conrlu» 
par points; on obtient ainsi la figure ci-dessus. 

A mesure que x s'écarte de l'origine dans le sens négatif, les 
points de la courbe correspondant à des maximums et à des mini- 
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iiiiims se rapprochent de plus en plus de Taxe horizonlal et de 
l'asymptote verlicale la plus éloignc^e de l'origine (*). 



i" Soii 



EXERCICES. 



fi.T ) — aç^-^ a\X -•- a^x^ -. . . -h a„x^- 



iine série enlîère à coefficients positifs; Tcxposant /> étant positif, si Tcx- 
prcssion n^-Pa„ a une limite X pour « — oc, le produit 

tend vers la limite Xr(/>) quand la variable x s'approche de Tunilé en lui 
restant toujours inférieure. 

Appkll. 
Chercher la limite ù «jauchc. pour .r -— : i , du produit 

M. PicARn. 

V Te nombre/) étant positif, faire voir que la somme de la série de 
terme général nPx'^ est de la forme 



VJ 



I ; 



le coefficient X restant fini pour.r — i. 



K. Caiikn. 



3" Si F (a, 3, *{,x) désigne la somme de la série bypergéométrique, on a 

F(a,?,Y, i)F(a,-?,v-P»M- '• 



Gaiss. 



i" Sommer la série 



IM'-[=":-l'- ■ ■• 



fnrinrc avec les carres des coefficients de la série binomiale. 



Lag RANGE. 



{') C'est Kuler qui, le premier, a étudié la courbe y - T{x) ( JS'ovi Corn- 
mentarii Academiae Scieniiarum imperialis petropolitanae, t. XIII, 1768, 
p. 3-06). 
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V L'expression 

À ^A\. . A7. mn — •>. ) m . 3 m . j /m . . . ( u w — i ) m 
I . l ..'»...( a mn — I ) ?.m,.\m,ém,, .('in — 2) m 

où m est un entier, tend vers \/m quand n croit indéfiniment. 

ScilAAR. 

G" Quelle est la valeur moyenne géométrique de la fonction r(ar ) dans 
rinlcrvalle (XjX-^i), la variable x étant positive, ou, autrement dit. 
quelle est la limite, pour n = 00, du radical 

(/r(;7r{.":-i).::r(..-'i-T^;. 

Haabk. 

7" ï-a série positive de terme général ^ — est-elle convergente? 

8" Déterminer la forme générale des fonctions /(x) vérifiant T^quiition 
fonctionnelle 

/(x—\)- (X -r-i)f(x)-^ x/(x — i) = o, 

ci telles que la limite de /(x -r- /i), pour n ~ x, soit nulle. 
if Calculer la limite du produit infini 

n('^^''-7.K"^'- 

Mellin. 

10" Trouver la somme de la série 

I I 

x{x — i). . .{ X -' m-i) {X — m){x -t- m -- 1). , ,{x -h xm — i) 

Glaisher. 
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Pare» 

Formule de Stirling ai8 

Formule de Gudermann 331 

Séries de Binct aaa 

Série de StirJing ai4 

Fonctions de Prvm aSi 



Fonctions <t>(x) et H'(j:). 

Définitions et propriétés « a35 

Développement de «t» ' i -^ x ) et de M" ( i -t- x ) en séries entières ^37 

Développement de 4»(jc -1- i) et de ^*(x -+- 1) en séries de fractions simples, ai-; 

Limite de l'ei pression log/i —f -1 h... ) pour n = ac.. ajt» 

Développement de la différence «t»(x — «) — <l»(x) a4o 

Déterniinalii»n de «t»(x) pour une râleur rationnelle de j: a 44 

Étude de l'équation 4» (x) - u 248 

Courbe figurative do la fonction gamma 3^9 

K\F.ucir.Ks a5 1 

BiDLioOH APiiiE aSa 




TABLE ALPHABÉTIQUE. 



Aâhmes, i58. 

Abel, 3o, 59, 69, 134. 

Abel (Théorème d'), 67-69. 

Adams, 118. 

Alembert (d'), 20, 175. 

Aiembert ( Règle de convergence de d'), 

33-34, 
Ampère, 22. 

Amplitude hyperbolique, 196-196. 
Andoyer, 127, i55, 236, 253. 
Appelly 85, 119, i3i, 147, 25i. 
Archimède, 119. 
Aubry (A.), i48. 

B. 

Baire, 180. 

Barnes (Fonction gamma double de) 

204. 
Barrow, 25, i52. 
Bauer, 244. 
Bellavitis, 2i3. 
Berger, 229. 

Bernoulli (Daniel), 27, ii5, 175. 
Bernoulli (Jacques), 22, 118, 119, 187. 
Bernoulli (Jean), io5, 160, 243. 
Bernoulli (Nombres de), 116-119, 167- 

170, 320-221. 

Bernoulli ( Polynômes de), 119-121. 
Bertrand (Joseph), 22, 09, 199, 252. 
Bessel, ii5, 116, 2o3. 
Besscl (Équation de), 116. 
Bessel (Fonctions de), ii3-ii6. 
Binet, io3, 214, 216, 218, 223, 224, 2'|4. 
Binet (Fonction de), 218. 
Binet (Identité de), 2'^4. 
Binet (Série? de), 222-224. 



Binôme (Formule du), 80-81, i32i34- 

Biot, 189. 

Blaserna (Fonction de), 237. 

Bolzano, 11. 

Boncorapagni (prince B.), io3. 

Boorman, 126. 

Borchardt, 199. 

Borel, 23i. 

Bouquet, 5i. 

Bourguet, 223, 229. 

Briggs, i35, 137. 

Briot, 5i. 

Brocard, 53. 

Brouncker (Lord), 28. 

Brunel, 262, 253. 

Btirgi, i35. 

Buckhardt, 59, io5, 252. 



Cahen, 37, 147, 25i. 

Cantor (Georg), 2, 66. 

Cantor (Moritz), i35. 

Cassini, loi. 

Castillon, 108, 149, i85, 187, 189. 

Catalan, 54, 58, 59. 

Cauchy, 11, 12, i4, 19, 21, 23, 33, 43, 

45, 5o, 57, 58, 63, 71, 91, 94, 108, 112, 

i34, 218, 221, 222, 228. 
Cauchy ( Uègle de convergence de), 

34-36. 
Cavalieri, 119. 
Cesàro, 16, 23, 24, 36, 38, 60, io5, i46, 

220. 

Cesàro (Formule de), i45-i46. 
Chryslal, 23, 60, i48. 
Circonférence (Longueur de la), i56- 
1.59. 
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Circonférence (KrctifKration approchée 

de la ), i^o-Kji. 
Clauscn (Série de), .j4-.'»5. 
Clausen (Transformation de), .n-.ii. 
Col lins, 189. 

Continuation dos fonction», 89. 
Continuité, i.V-n. 

Convergence (Définiticm de la), 3.5- jO. 
Convergence (Intervalle de), 71. 
Con>ergence (Kavon de), 70-71. 
Convergence ( Hêgles de), 33-ii. 
Convergence absolue, 4'^'4*^' 
Con\ergence uniforme, 6f-()<i. 
Cotes, i.n. 
Courbe figurative de la fonction gamma, 

Couturat, :). j). 

Cox ( lloiiiiiiersliam), fp. 



ï). 



D'Alemberi, roiV / Vlenilwrt (d'). 
Darboux, nj, .!a. 61, <)'j, lu'), 110, 11'), 

i'l7, iHo. 
Dedekind, 2. 
I)éri>ée, 19-J1. 
I>éri\ée de 

e*", io<», 108. 

logj7, i38. 

rosj:, sinx. l'xi. 

tangJ7, i.>o-i.)i. 

arc rosx, i8j. 

arc sin x, iN^. 

an* tans>r. i><8. 

rlix, >li-f. i^'^-i^J. 

argrlix. 107. 
arg shjc, i;i7. 
arg lli.r. n|H. 

héri>é<' w""" «l'une fonction de fonc- 
tion. <»*-<»-^' 

l)e\ eloppemenl de ( <7 -h /' 4- . . • -:- / )*"« 
I«>K-|09. 

I)evelop|M:ment dr «l»(x -»- ^ ) -- •^( J:^), 

I)c\elop|>€menl ru produits infinis de 

».inj: et de co<jr, i6a-i<>|. 
Iiéveliippement »*ii *crie enlicre de 

^1-+- .iT, ;« ««'. 



Développement m série entière il«* 

lt>g(l-4- x), i3(j-i4o. 

cosa?, sinj7, 149-1Ô0. 

, sinx , , tan;;^ 

log , logcosa:, log ïi_ , in>- 

166, i6(). 

xcotar, tango:, 167, 169. 

xcosécx, st'co:, 170-171. 

arcsinx, i85. 

cos (/i arc sinx), sin ( /i arc >iti r), 
185-187. 

arc tangj:, 1S8-189. 

dix, slix, 193. 

logr(i-i-x), 306-207, :»! 1-21 3. 

r(i -t-x), 207-208. 

«I»(i-+-x), M*(i-+-x), 2.37. 
Développement en série entière il*iiiir 

fonction, 93-<)M, m-ii?. 
Développement en série entière trunr 

fraction rationnelle, 99-103. 
Développement en série entière du rai»- 

port de deux s«*ries entières, c^Hmiçi. 
Dé>eloppement en séries do Tract i«»n^ 

simples de 

coix et de taugx. i72-i7'4- 
cosécx et de sécx, 174. 
4»(xH- I) et de M'(x-*-i), a.37-j4*». 
Développements en série, 88-io3. 
Diirérentielle, 20-21. 
Dini, 33, (ii. 

Diriclilet. voir : Lejeune ftiriclilct. 
Divergeiici" ( Délinition de la), jH-j-^. 
Du Bois-lte> moud (Paul), ?^. fis. 
Diiliaiiiel. *.}., 37. 



K. 



e (Nombre), voir : Nimibrr e. 

K(;lielle de récurrence, 100. 

i:iy, M H. 

Kfigeiiiianii, 1 1/>, 1 16. 

Kquatioii diiréientirlle linérfire du sr- 

coiul f)rdie, 7.')-7H. 
l':«|uaiion 4»(x) — o ( Ktude de I' ), 348- 

2|9- 

Kulrr (Léonhard). 27, 101, 1 1 S. n-, 

IlS, 123, 13 |, iv>.'>, i34, i|3, i^Jy 1$ 

171. 173. 17'), 177, 19H, 

liiil'-r £Lo H»lanle d), 1 V^ 
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Knicr ( Fortmiif sonimaloiiT d'), i2j 



Eulrr ( N<iiiibiTS d'), 170-171. 

F. 

Fartnirs primaires [Dccoiiiposilion de 

r(x) «Ml], 20H-J0'|. 

Kéaux, 2i'|, 

Feriiiat, mj. 

Fermât (Suites de), io3. 

l'ibonacci (Suite de), io3. 

Fonction ( Développement en série en- 
tière d'une), o3-9«, iii-iij. 

Fonction ( Limite d'une), .'4-7. 

Fonction continue, i5-iç). 

F(»nction continue non dérivabic, i7«S- 
iHo. 

Fonction de fonction (I)éri>ée /i'*"' 
d'une), 92-93. 

Fonction déri>able, 19-22. 

Fonction exponentielle, iof)-i34« 

Fonction factoriclle de Wcierstrass, 2o3, 

•î3:>. 

Fonction ^amma, 2oi-253. 
Fonction gamma double, 20.). 
Fonction logarithmique, i38-i4^< 
i''onctions circulaires, i '19-180. 
Fonctions circulaires ( Périodicité des), 

1.V2-153. 
Fimctioiis circulaires inverses, 181-191. 
Fonctions cylindriques, ii3-ii6. 
Fonctions byperboliques. i92-iç/>. 
Fonctions hyperboliques in> erses, i9^i- 

198. 
Fonctions numériques du second ordre, 

ioi<-io3. 
Fonctions spliéri(|ues, 82-8'|. 
Foncti(»n transcendante entière, 72. 
Fraction rationnelle ( Développement 

en série entière d'une), (f<)-io3. 
F<»urier, 11"), 175. 
Frobenius, 10 1. 
Fuss (P.-H.), 2o3. 




:i, M 3, 2 16, 



Gauss (l'oruiulc de), •ji'|--.»i7, rn- 
(iauss ( Itéjjlc de convergence de), 



7.63 

■.>Q2. 
3î)- 



Genocchi, 2:>9. 

Gilbert, 2.?, 225. 

Girard (Albert), 23. 

Giudice, 58. 

Glaisher (J.-W.-L.), i\\, •?52. 

Godefroy (Maurice), 4'» 7^^ 253. 

Goldbach, 2o3. 

Gordan, i3i. 

(joursat, 85. 

Grandi (le Père), 27. 

Gray, i48. 

Gregory, 139, 189. 

Gricss, i58. 

Gudermann, 222. 

Gudermann (Formule de), 2J3. 

Giinther, 193, i\)[). 

H. 

Ilankel, 22. 
•liarnack, 20. 

Heine, 2, 61, 63, 8.!, 88, io5. 
Heine (Fonctions de), 2o'|. 
Heine (Série de), 8(i. 
llermite, io4, 112, 127, i3i, i'i7, i52, 

i55, 233, 236, 238. 2 ',9. 253. 
Hermite (Polynômes de), irj-ii3. 
Hilbert, i3i. 
Hiildcr, 235. 
Hoppc, 216. 
iiouël, 19^). 
Hurwitz, i3i. 



I. 



Infiniment petit, 3. 

Irrationalité du nombre e, 125-127. 

Irrationalité du nombre r,. i53-i55. 



J. 

Jacobi, 59, i83. 

Jac<»bi (Formule de). i8?-f83 

JelTery, .»<»8. 

Jensen, jji, .»^3. 

Jones. njo. 
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Jordan f C), 24, 60, 61, io3. 
Jourjon, io5. 

K. 

Klein, i, i58. 

Kr<»necker, 58. 

Kummcr, 33, 85. 

Kummer (Théorème de), 32-33. 

L. 

I^;,r;in^c. 21, 0*i. jx, ij\, nu. »o|, loS, 

175, 192, 25l. 
Lagiierrc, 5<|. 

Laisant, i4^^, 193, 199, aoo. 
I^niarli', aa. 
Lambert, b-i. 127, i53. 
Lambert (Série de), .')2-55, 9»). 
Lamé, io3. 

Lamé (Suite de), io3. 
Landau, 217. 
La pi ace, 8j. 
Laugel, 22, '40, i.')«. 
Laurent (II.)* 58, 94. 
Leforl, 189. 
Legcndrc, 16, 82, 83, 84, 145, i5r>, 2o3, 

212, 2|3, 2l4, 21G, 229, 2'|8. 

Lcgcndre (Formule de), 2i3-2i'{. 21G. 

Legendre ( Tolyni^mes de), 81-84. 

Le^endre (Série de), io'|. 

Leibniz, 21, 37, iSy. 

Lejeune Dirichlel, i*>, 45, fx), 17'). 

Léonard de Pis**, voir : Fibonacei. 

Lie (Soplius), 3o, (M), 134. 

Liiiibourg, 229. 

Limite d'une fonction, 4-7« 

Limite d'une variable. 3-}. 

Limite pour n -- x de 
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Limite pour jr= X de —^» m. 

Limite pour x — o de 

sino: - 
» i5i. 

shx 

Limites, 1-24. 

Limites (Théorèmes sur les;, 7-15. 

Lindemann, i55, i58. 

Liouville, .3, i48. 

Logarithmes, i34-i46- 

Logarithmes (Calcul des), i|0-i43. 

Logarithmes (Propriétés des), i3fi. 

Logarithmes (Transformation des), 137- 

i38. 
Logarithmes népériens, 137. 
Logarithmes vulgaires, 137. 
Lucas ( Kdouard ), 102. 
Lucas (Fonctions numériques de). 101- 

io3. 

M. 

Marhin, 190. 

Mac Laurin, i33. 

Mac Laurin (Formule de), 92. 

Mac Laurin (Série de), 92. 

Malmstén, 12^. 

Malhews, 1^8. 

Mellin, 217. 233, 202. 

Méray, 2, 3, 7, G6. 

Mcrcator, 139. 

Merlens, 57. 

M« vr [ W.-Fraiîz), S9, io.>, a53. 

Minimum de r(j:-), 248. 

Miltag-Leffler, 238. 

.Mittag-Lcfflcr( Théorème de), 17}. aJR. 

Moivre, loi, 118. 

Molk, 78, 89, io5, 110. 

Multiplication des arcs, i59->i6o. 

Multiplication des séries, 55-57. 

N. 

Napier (John), voir: Neper. 
Napier ( Koberl). 135. 
Neprr, i3'». 
Newrn.in. ?(t]. 
Nrw ton. >'». HiS. I '- 
.Nicolai. .'iS. ..;-, 



Nombre algébrique, 2. 

Nombre e, 107, i24-»3i. 

Nombre e (Irrationalilé du), 135-127. 

Nombre e (Transcendance du), 127-131. 

Nombre 1:, i5i-i53. 

Nombre 1: (Calcul du), 189-190. 

Nombre ir (Irrationalité du), i53-i55. 

Nombre tran!>cpndarit, 3-3. 

Nombres entiers (Somme des puissances 

des), 1 18-119. 
Nombres premiers (Loi des)^ 53, 96. 



o. 



Oldeoburg, 187, 189. 

P. 

it (Nombre), voir: Nombre t. 
Painlevé, i3i. 
Papperitz, 85. 
Papyrus Rhind, i58. 
Pascal Ernt'^tu), 92. 
Peli (Suite de), io3. 
Pezenas (le Père), 92. 
Picard (Emile), 61, 25i. 
Piéron, 57, 60. 
Plana, 218. 

Poincaré (Henri), i, 20, 180, 23i. 
Poisson, 175. 
Pringsheim, 33, 59, 92. 
Pruvost, 57, 60. 

Prym (Fonctions de), 209, 23i-235. 
Puissance irrationnelle, i4-i5. 
Puissance m**** d'un polynAmr, loS- 
109. 

()uadralure du rrrcio, i.')8. 



H. 

Haabe, 37, 121, 232. 

Raabe ( llègic dcconvrrgcncodr). 3(i-.'>7 

Reiff, 60, 200. 

Riccali, 1^3. 

Riemann, 22. 'i^i. S.'), 17'). 

Robervai, irc). 

Roche, 9r. 
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Rodrigues ( Formule dOlinde), 82-83, 

i83. 
Rouché, 92, 199, 220. 



s. 

Saalschûtz, 148. 

Sachse, 175. 

Saint-Germain (de), ^i. 

Sarrus, 59. 

Scliaar, 229, 262. 

Scherk, 171. 

Schlômilch^ 91, ii4* 

Schwarz, 22, 23, 85. 

Seidcl, 63. 

Série (Définition d'une), 25. 

Série (Convergence, divergence, indé- 
termination d'une), 25-27. 

Série binomiale, 78-81. 

Série exponentielle, 106-108. 

Série harmonique (Divergence de la), 
26-27. 

Série harmonique (Sommation de la), 
145-146., ^ 

Série harmonique alternée, 4^, 4^"4^* 

i4o. 

Série hypergéomélrique, 84-88, 210, 

317-218. 
Séries (Multiplication des), 55-57- 
Séries absolument convergentes, 43-57. 
Séries alternées, 4i-42- 
Séries synlpl^*liqll^ v^. 23i. 
Séries à termes constants, 25-6o. 
Séries à termes variables, 6i-io5. 
Séries dérivées, 72-75. 
Séries de séries, 47-55. 
Séries de séries (Théorème des), 4^-'>», 

yfi. 
Séries entières, 66-1 o3. 
Séries pos vrs, 3i-4 
Séries rociirn^iti^*, 9ii''io3. 
Séries ^cmî-crirnergente^, 4% 4^^-17- 
Séries trigonomélriques, 175-180, 191- 

192. 
Séries uniformrmenl convergentes, 61- 

fif). 
Serrcl (J.-A.)^ 200, l'SS. 
Shanks, i'.»<>, i '|5, H)"- 
Sonine, sUj. 
Somme <l('s puissancis des nombres 

en tiers. ii8-ii(). 
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